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RESUMEN: 
Se presenta un algoritmo para determinar los vértices del polígono 
convexo frontera de una región que contiene n puntos conocidos del 
plano, así como un criterio pata de_finir polígonos no convexos¡ Se 
propone el cálculo de áreas planas mediante interpolación por spline 
cúbico natural en coordenadas polares donde se tiene en cuenta un 
criterio para manejar numéricamente la zona de influencia .. A partir de 
estos resultados 8e obtienen volúmenes de regiones del espacio 
mediante el Método de Perfiles Horizontales. 

Muchos problemas de la minería y de la 
geología se modelan matemáticamente como un . con­
junto de n puntos del plano, donde se hace necesario 
determinar entre ellos los k puntos que constituyen los 
vértices del polfgono que es frontera de la región del 
plano que contiene los n puntos, y donde dichos vér­
tices son algunos o todos los puntos dados. Si im­
ponemos la condición de convexidad al polígono, 
entonces el problema tiene solución única, cuestión que 
es evidente; en caso contrario no siempre hay solución 
única y se necesita algún criterio que defina el nivel de 
la no convexidad. 

Dentro de las ciencias geológicas y . mineras 
son problemas actuates, el cálculo automatizado y efi­
cienJe del área de la región limitada por una curva, de 
la cual conocemos k puntos de su frontera, conside­
rando, o no, alguna zona de influencia y el cálculo de 
volúmenes de un sólido mineral irregular del que sabe­
mos algunos puntos. 

Por otra parte, se ha planteado anterionnente 
(Legrá, 1994} que el cálculo de volúmenes geólogo­
mineros sobre redes no rectangulares es reducible al 
cálculo sobre. cierta red rectangular asociada, y para rea­
lizarlo se necesita conocer cuáles puntos de la proyec­
ción en XY son parte de la frontera de la proyección de 
todos los puntos en el plano. 

En este artículo presentamos un algoritmo 
para determinar los k puntos de la frontera poligonal 
convexa de n puntos dados, así como un criterio para 
medir la oo convexidad global. Además, proponemos 
un método para el cálculo del área de la región usando 
Interpolación por spline cúbico natural en coordenadas 
polares, teniendo en cuenta, o no, una zona de influen­
c~,. Finalmente, se · describe el algoritmo para calcular 
el volumen de un sólido mineral irregular, del que cono­
cemos algunos puntos. 
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ABSTRACT: 
In order to determine the vertexes of a convex polygon which is 
boundary of an n point region presented ís an algorithm . as well as a 
criterion to define no convex polygons. Through interpolation by cubic 
natural spline and vertexes it's possible to calculate plain areas on 
polar coordinates systems where a criterion is taken into consideration 
to manage the influence zone. As a result, volumens of spatial regions 
through the method of horizontal cross-section are obtained. 

Supongamos q~e tenemos los n puntos del 
plano P1 (X1, Y1 }, P2(J<2, '1'2}, ... , Pn(Xn, Yn) donde 11>2 y 
al menos dos de los puntos no son colineales. 

Algoritmo del ángulo núnimo 

Busquemos el punto A1 (xa,ya} tal que: 

a} ya = mrn{y1} b} xa = mrn{xí; yí =ya} 

Hacemos la traslación x1; = xí- xa ; y1 1 = yi- ya, 
nótese que y11 es no negativo. · 

Buscamos entre todas las rectas que unen a 
cada punto Pi(x1 1, y1 1} diferentes de At con el punto 
(x1, y1}=(0,0} a la que cumpla que el ángulo 81 que for­
man sea: 

arctan {y1 i/x11) si x1 1 > O; y1 1 :<::: O 
pi/2 six1; =0,y1¡>0 

81 = Mín pi+ arctan (y1; 1 x1 ~ si x1; < O, y1; * O 
3pi/2 si x1; =O, y1¡< O 

2pi- arctan (Y1 11x1 ~si x1;> O,y1 1 <O 

A este punto le llamaremos A2(X1 a, y1a}~ · 
Realizamos el cambio de coordenadas: 

JC2 = x1 cos (b1) + y1 sen (b1)- x1 a 

y2 = -x1 sen (b1) + y1cos (b1)- y1 a 

Esto equivale a tomar el centro en (x1 a, y1 a} 
y rotar los ejes un ángulo 81 en el sentido positivo 
usual (Efimov, 1969; Kindle, 1977) (ver Figura 1}. 



'· Este proceso se repite hasta que Ak+ 1 = A1, 
obteniéndose los k ángulos Bj y los k puntos A1 , 
A2, ... ,Ak que son los vértices del polígono convexo 
frontera de los n puntos del plano y por construcción 
estos puntos están ordenados positivamente en el sen­
tido de los ángulos Cj que forman las rectas que unen 
Aj con A1 (j=2, ... ,k) con el eje A1 X1. En el caso de que 
existan q puntos, q > 1, para los que se tiene el ángulo 
mínimo Bj, entonces se calculan las distancias 
(Lehman, 1965; Kindle, 1977): 

y 

X4 A4 

\ 
\ 

Y4 \ 
\ 

\ \ y, 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

A5 =Al 

d¡= ...Jx!, +y/, 1= 1, ... . ,q 

y se toma: 
1. Todos los puntos xj1 si queremos incluir en la 

sucesión {A¡} a . todos los puntos de los n dados que 
perténecenal polígono convexo frontera. , 

2. El punto donde cl:máx( di) si queremos que la 
sucesión {A¡} sólo incluya puntos no colineales tres a 
tres. A esta sucesión la llamaremos mínima 

X2 

A2 

XI 

X 
FIGURA l. Algoritmo del ángulo mínimo. 

Modelo de la sucesión mínima 
en coordenadas polares 

Lema: Sean los k puntos {AJ} que forman 
la sucesión mínima de un poUgono convexo y sea 
Am (xm, ym) tal que: 

y 

Entonces Am pertenece al interior de la región 
limitada por el polígono. 

Demostraci6n: 
Sean Ap y Ap + 1 la pareja de puntos conse­

cutivos de {A¡} más cercanos a Am (de existir más de 
una pareja se toma cualquiera). Si trasladamos el cen­
tro a Ap y rotamos el sistema de manera que la recta 
que pasa por Ap y Ap+ 1· sea el eje de las abcisas en 
las nuevas coordenadas, y la ordenada de Ap sea 
mínima en el nuevo sistema, entonces, si suponemos 
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que Am no está en el interior del polígono se tiene que 
la ordenada de Am en las nuevas coordenadas sería 
menor o igual a la ordenada de Ap en las nuevas coor­
denadas. Como las transformaciones realizadas man­
tienen el carácter de punto medio de Am (cuestión 
totalmente demostrable) se tiene una contradicción, 
pues la media aritmética entre dos o más números es 
estrictamente mayor que el valor mínimo de ellos. 
LQQD. 

Hagamos los cambios de coordenadas s = x- xm, 
t.= y- ym, u= s cos(b) + t sen(b) y v = -s sen(b) + 
+ t cos(b) donde: 

b= pi+ arctan (t1/s1)(t1 = x1 - xm, s1 = y1 - ym) 

Pasando a coordenadas polares se puede for­
mar la sucesión de los W=k+1 puntos Aj(Oj,PJ) donde 
j=1, ... ,w y se tiene que Oj y Pj se calculan con las 
fórmulas usuales (Lehman, 1965; Kindle, 1977) para 
j = 1, ... ,k. Además, Ow = 2pi y Pw = P1. 

De esta manera se forman k sectores Sj limi­
tados. por los ángulos Oj, O.i+1 y las funciones P=fj(O), 
j= 1, ... ,k (ver Figura 2). 

' y 

A4 

As 

V 

P=fl (0) 

X 

FIGURA 2. Modeló de la sucesión mínima y del polígono convexo. 

La idea principal de nuestro modelo es susti­
tuir cada función P=fj(O) que representa una recta en 
coordenadas rectangulares, por alguna función que sea 
geométricamente más "suave". Puesto que sólo cono­
cemos de la función que describe a la frontera los pun­
tos (O},PJ) exigiremos una que sea interpolante a 
(Oj,PJ), cerrada y continua, con derivadas primera . y 
segunda continuas, que tenga pocas oscilaciones y 
que, además, sea fácil de determinar y usar. Esta fun­
ción es el spline cúbico natural (función curvígrafo) 
(Ackinson, 1978; Cheney, 1985). 

La función obtenida, por tramos, es: 

P;= 9;<0> =a;+ b1<0- o~+ c1<0- o¡l + d;<O- o~l1> 

donde O pertenece a [Oí,Oi+ 1] , i=1 , ... ,k. 

Criterio numérico para medir la no convexidad 
de la región plana 

Supongamos que entre los n puntos dados 
existe un punto Q que pertenece al interior de la región 
limitada por el polrgono convexo, y queremos definir un 
polígono no convexo que tenga los vértices {Aj} y tam­
bién a Q. Esto puede decidirse de muchas maneras, 
analizando que en muchos problemas prácticos gene­
ralmente no es conveniente que el nuevo polígono no 
convexo disminuya el área del anterior de manera arbi­
traria, y además, se necesita precisar en qué posición 
dentro de la sucesión {AJ} estará Q (Davis y David, 
1979). Proponemos el siguiente criterio: 

Obtenemos las coordenadas polares de Q, 
(Oq,Pq), en el sistema UV. Suponiendo que Oq está 

entre Oc y Oc+1, evaluamos Oq en la función (1) y se 
obtiene Pe. Si {Pq-Pc} ~ E entonces se incluye el punto 
Q. Le llamaremos a E radio de no convexidad. Se 
forma la nueva sucesión {Bt} donde Bi=Aj para j<c, 
Bc=Q, Bi+1=Ajparaj>c,j=O, ... ,k. 

Esta idea se puede extender a la determi­
nación de la llamada zona de influencia de la región, 
cuestión que se maneja en los cálculos geólogo-mine­
ros (Lepin y Ariosa, 1986). Basta tomar a partir de la 
fórmula (1) la nueva fórmula: 

P¡ = Z + a¡+ b¡ ( 0- 0~ + C¡ ( 0- Ol + d¡ ( 0- 0¡)3 {2) 

donde O pertenece a [Oí,Oí+1] y i=1, ... ,k. 
Al número Zle llamaremos radio de influencia: 

Cálculo del área de la región plana 

Si consideramos el polígono de vértices Aj, se 
tiene la fórmula clásica (Lehman, 1965): 

k-1 

Área Poi= L ~+Y¡+ 1) (X¡- x¡r1) + (Yk+ y1) (Xk- x1) 

/=1 

Si unimos todos los puntos Aj, j=1, ... , k con 
Amse tienen k triángulos con el vértice común Am. 

El área del polígono es igual a la suma d$ las 
áreas de lOs k triángulos de vértices Am, Aj, y Aj+ 1 para 
j=1, ... ,k, donde Ak+1=A1 (Thomas, 1963; Lehman, 
1965; Kindle, 1977), o sea: 

k k o 
L P1 Pl+1 sen (01+1 - O~ L J ;., f f (O) dO 
1= 1=1 O; Área Poi= .!::.!..1-------- = !::.!._ _____ _ 

2 2 
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La aproximación que se logra al calcular el 
área tomandO a f~ q como las radas que unen a los 
puntos (Oj,Pj) con (Oj+1,Pj+1), j=1, ... ,k es ánaloga a 
cuando usamos ta fórmula de los rectángulos en coor­
denadas cartesianas. Del error· que se comete no afir· 
maremos nada, puesto que desconocemos la función 
que describe réalmente el fenómeno y, en el mejor de 
los casOs, sólo podemos estimar o acotar este error. 
Sin embargo, la teorra nos demuestra que cuando 
conocemoS la función de donde se obtUVieron los pun· 
tos Aj, j=1, ... ;k el error del cálculo de la integral dis· 
minuye, en general, cuando la función de interpolación 
usada en la fónnula de cuadratura no es lineal (Nikolski, 
1990) a menos que la función desconocida sea lineal, 
caso en que se igualan. 

También, desde el punto de vista del sentido 
común y de la práctica que conocemos, los modelos 

k-1 1 

L r {/¡(O) dO le 

~1 8 1 
Área- 2 =2 L 

i=O 

Quedan por definir las áreas de las regiones 
cuando se tiene un sólo punto, o dos o más puntos 
colineales. En el primer casó es obvio que se puede de­
finir Área = Pi Z2 donde-Z es el radio de influencia. En 
el segundo caso, Área= P.i(Z+a)(Z+b) donde Z es el ra­
dio de influencia, a es la semidistancia entre Jos dos 
puntos más alej~ y b es el radio menor de ·la elipse 
auxiliar definiqa como b = A.a, donde A. e (0,1 ). E~a cons­
tante se defrne para cada caso particular; en nuestra 
opinión qebe ser muy pequeña. 

Cálculo del volumen de un sólido irregular 
del que conocemos algunos puntos 

Supongamos que se han realizado m medi­
ciones, de las cuales n han intersectado cierta región 

. espacial a la que llamaremos sólido. Aceptaremos que 
para cada uno de las n mediciones positivas se tienen 
en general los valores, a saber: xi,yi, zl1, ... ,zipi, 
vl1, ... , vlqi donde las z/ representan todas la cotas 
donde •se pasa del . no sólido al ·SÓlido" y vi las cotas 
donde •se pasa del sólido al no sólido" para el par. (xí,}'l) 
y además aceptaremos que las z/ son las cotas supe­
riores . . Siendo dz = máx(z4 • mfn(vr} tomaremos Jos va­
lores auxiliares zJ= mrn(vr}+(i-1}*dz/(k·1) donde lc>1 y 
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geólogo-mineros plantean para este caso la necesidad 
de tener una curva cerrada con las propiedades del 
spline cúbico natural. A pesar de que algunos autores 
afirman que siendo el contorno real desconocido es lo 
mismo tomarlo poligonal o curvitrneo (Lapin ·y Ariosa, 
1986) nuestro criterio es que tomando una aproxima­
ción del contorno (que es esencialmente una función) 
se debe tomar, dentro de los Umites que impone la 
posibilidad de los recursos del cálculo práctico, el 
modelo que más nos convenga. Proponemos como 
solución modelar la frontera de la región mediante la 
fónnula (1), la cual nos permite actuar con los radios de 
no convexidad y de influencia, elementos importantes 
en los cálculos geólogo-mineros. 

La fónnula para calcular el área dé la región 
se escribe: 

áf <0~+-1 -o~+ 

<áf + 2 a1 b~ <0~+-1 - ol 12 + 

(2B¡ C¡ + tf, (01+-1 - Ol /3 + 

(2a¡d1 + 2bp~ ( OM - ol 14 + 

<2b¡d1+ c,f> <OM- ol 1s + 

2c¡d¡(OM- 01)
6 /6 + 

d¡(O~t-1 - O/l7 + 

además, j=1,: .. ,k. Sean los.conjuntos vacros Ej, j=1, ... ,k; 
para cada zj determinemos para i=1, ... ,n, para U=1, ... ,pi 
y para W=1, ... ,qi, si ziu zj viw y en ese caso incluimos a 
(xi,y1) en el conjunto Ej. Hallamos las áreas Aj de las re­
giones que contienen . a los puntos de Ej siguiendo el :i. 
procedimiento descrito anteriormente y formamos el 
conjunto de pares (zj,Aj). Ahora, puesto que el valor de 
1<>1 es arbitrario, podemos aplicar una fórmula de cua­
dratura conveniente (Nikolski, 1990) y calcular la inte­
gral definida de A en función de z, equivalente al 
volumen del sólido (Thomas, 1963). También se ob­
tienen resultados satisfactorios calculando la función 
spline cúbico natural : 

Aj= aj+ bj(z- zj) + cj(z- z/ + dj(z- z/ 
para j=1, ... ,k·1, e integrando la misma por 

tramos. 
Tres cuestiones definen la precisión del 

método: 
1. El número n de mediciones positivas define la pre­

cisión del cálculo de las áreas horizontales (Alfonso­
Rocha, 1989; Davis, 1983; Rodrrguez-Miranda, 1987). 

2. El valor de k define la precisión del cálculo en el sen­
tido vertical (Nikolski, 1990). 

3. El uso conveniente de Jos radios de no convexidad y · 
·de influencia pueden garantizar que las irregulari· 
dades del sólido en las direcciones X e Y sean teni­
das en cuenta en los cálculos, no sucedé así en la 
dir~ión Z. por ello proponen.os calcular tres veces 
el volumen, desarrollando las secciones horizontales 
en. XY, XZ e yz, obteniéndose los valores Vz, Vy y 
Vx respectivamente. Si denotamos a V como e 1 
volumen real (desconocido) y a Dz, Dy, Dx como los 
errores que se cometieron en cada cálculo, entonces 
V+Dz=Vz, V+Dy=Vy y V+DX=Vx, y si . completamos 
el sistema con la ecuación Dx+Dy+Dz=CV (la cual 
significa que aceptamos que la suma de los errores 
es proporcional al volumen, lo cual nos parece ra­
zonable) se tiene que V=(Vx+Vy+Vz)/(Ct-3). Lla· 
maremos a C coeficiente de irregularidad del sólido. 

CONCLUSIONES 

Presentamos un . algoritmo para encontrar 
dentro de un conjunto de n puntos del plano, 17>2 y no 
toc:tos colineales, aquellos que son vértices del polígono 
convexo que es frontera de todos los puntos. 

El cálculo del área de la región, pasando de la 
fórmula sobre el polígono convexo que es una interpo­
lación lineal por tramos al uso del spline cúbico natural 
en coordenadas polares tierie, según nuestra opinión, 
los mismos beneficios que pasar en coordenadas 
cartesianas del método de. Jos trapecios a un método de 
m~yor precisión (como el de Simpson), además, per­
mite tener en cuenta criterios numéricos prácticos para 
la no convexidad y para las zonas de influencia. El cál· 
culo de volúmenes mediante el método de perfiles verti· 
cales por el algoritmo descrito, adquiere extraordinaria 
importancia en yacimientos formados por varios cuer­
pos minerales independientes (Lapin, 1986); 
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FACULTAD DE MINAS 
For.~a especia i~tas de perfil amplio que abarca todo lo concerniente a la construcción y explo­
tac•on de las mmas, tanto subterráneas como a cielo abierto, asícomo la mecanización de estos 
trabajos, la topografía minera y el beneficio de minerales. 

El. objetivo fundamental del trabajo del ingeniero de minas es la explotación de los yacimientos 
mmerales tanto de forma subterránea como a cielo abierto e incluye los materiales de construc'7 
ción. 

El posgrado académico está formado por tres maestrías: Construcciones Subterráneas, 
Geomecánica y Voladuras. 

Las líneas de investigación fundamentales son: 

- Construcción Subterránea. 

- Explotación Racional de Yacimientos Lateríticos. 
- Protección del Medio. . . 

El cla~~tro está formado por 12 profesores, de ellos.ison doctores (2 con categoría de titular), 
3 aux1hares, 6 asistentes y 1 instructor. . · . · . 
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