ISSN 0258 5979

Revista Mineria y Geologia  Vol. XVi, No. 1, 1999

Modelacion de una superficie
topografica a partir de la relacion
enire el Kriging y la interpolacion

lineal en RY

- - - 1
ArlStlgeS AI.{ LSeng a Iﬁobamaz L2 Ljcenciados en Matemaéticas, Profesores del Departamento
ris R. Silva Diéguez de Mateméticas y Computacién. ISMM
Orlando Belete Fuefllil:esa ! Ingeniero, Profesor del Departamento de Minas. ISMM

RESUMEN: Este trabajo se presenta en
cuatro secciones. En la primera, se explica
la importancia de la determinacién del
modelo de una superficie topografica; en la
segunda se mencionan los aspectos de la
estimacién por Kriging y se destacan las
formulas de estimacién y de célculo del
error; en la tercera se plantean los elemen-
tos basicos de la interpolacién lineal en R",
y en la Ultima seccidén se demuestra que la
interpolacion lineal, vista en el caso mas
general de R" es, bajo ciertas condiciones,
un caso particular de un método de Kriging,
por lo cual afirmamos que esta forma de
interpolacién presenta ventajas relaciona-
das con la estimacion de la varianza de
estimacidn, cuestién importante cuando
solamente disponemos de una tabla de
datos como informacion del fenémeno.
Finaimente se muestran las relaciones
antes vistas en el caso de R? y R,

ABSTRACT: This work is introduced in
four sections. In the first the importance of
the determination of the model of a
topographical surface is explained, in the
secondary the looks of the estimate by
Kriging are mentioned, standing out the
formulas of estimate and of calculation of
the error; in the third the basic elements of
the lineal interpolation in R" are expounded
and the fourth section are demonstrated
that the lineal interpolation, view in the most
general case of R", is, under certain
conditions, a particular case of a method of
Kriging, for which we affirmed that this
interpolator introduces advantages related
with the estimate of the variance of
estimate, important when only question
provides of a board of data like information
of the phenomenon. Finally the
relationships are shown views in the

case of R® and R®.
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INTRODUCCION

na de las tareas mas comunes en la mineria es la de realizar mediciones

topogréficas en un terreno y, a partir de estas modelar la superficie co-
rrespondiente con el objetivo de determinar propiedades de algin fenéme-
no. Entre los métodos que se emplean en la actualidad esta el Kriging que es
considerado en muchas ocasiones, debido a sus origenes, como un método
de estimacion especifico de la Geoestadistica y no se enfatiza en sus relacio-
nes practicas con otros métodos de estimacion. Entre estos Ultimos vale
destacar, por su amplio uso, el método de interpolacion lineal del cual los
casos méas conocidos son la interpolacién por una recta en R? y la interpolacion
por un plano en R,

En el caso de la interpolacién lineal, al igual que en otros, el error no
es facilmente estimable ya que por lo general las férmulas vienen dadas por
expresiones que incluyen derivadas de la funcién que describe el fenémeno,
evaluadas en cierto punto desconocido; sila funcién viene dada en forma de
una tabla de datos, encontrar el error es practicamente imposible. Por todo
lo expuesto, reviste singular importancia disponer de férmulas que permitan
estimar el error de interpolacion lineal.

En este trabajo se demuestra que la interpolacion lineal, vista en el
caso mas general de R", es bajo ciertas condiciones, un caso particular de
un método de Kriging, lo que nos permite afirmar que esta forma de
interpolacién presenta ventajas relacionadas con la posibilidad de obtener la
estimacion del error de interpolacion, que es dificil cuando solo disponemos
de una tabla de datos como informacién del fenémeno.

SOBRE LA MODELACION TOPOGRAFICA
DE LOS YACIMIENTOS DE MINERALES UTILES

La informacion sobre la composicion del suelo es uno de los elemen-
tos fundamentales en la solucién de las tareas topogréficas mineras. En rea-
lidad, cualquier investigacién topogréafica minera comienza con la valoracién

general de la estructura del objeto estudiado (muestra, sector, macizo de

rocas mineras, etc.), determinacion de sus dimensiones, limites, forma, dis-
tribucion en el espacio, etc. Sobre la base de esta informacién de caracter
estructural se realiza la separacion del objeto del medio circundante y luego
se especifica la metodologia y medios para su estudio, lo cual es de extrema
importancia para la explotaciéon minera racional del yacimiento.

Por ejemplo, durante la explotacion de los yacimientos lateriticos a
cielo abierto las pérdidas cuantitativas y cualitativas estan condicionadas,
principalmente, por la variabilidad, heterogeneidad e indeterminacion de los
parametros de los minerales Utiles. Por eso, para la determinacién de la ca-
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lidad de la superficie topografica o del estrato fue nece-
sario crear un modelo de indices de minerales Otiles y
sobre sus bases fundamentar las soluciones técnicas mas
efectivas.

La forma practica mas usada para representar la
informacién es un dibujo aproximado de la superficie
modelada; este grafico bidimensional al que llamaremos
modelo geométrico debe contener tanto la informacion
local de cada zona como la informacion de todo el cuer-
po y, generalmente, se crea a partir de un modelo analfti-
co-numérico que debe contener toda la informacién
gedlogo-topografica disponible y debe ser capaz de pro-
nosticar valores de la superficie en puntos no medidos.
Los modelos geométricos mas usados son las isolineas,
curvas de nivel, graficos tridimensionales y la modelacion
volumétrica a escala. Las isolineas, cortes (secciones) y
perfiles se han considerado como los modelos funda-
mentales para la geometrizacion plana o bidimensional
topograéfica.

Para desarrollar cualquiera de estos modelos
geométricos de una superficie topografica, no basta con
desarrollar un dibujo uniendo de alguna manera los da-
tos disponibles, sino que a partir de los datos y de otros
valores estimados se construyen superficies mas com-
piejas que reflejan de manera mas completa la superficie
topografica. Estos valores estimados se obtienen median-
te diferentes métodos (algunos de ellos contemplan la-
boriosos célculos y otras dificultades), entre los que se
destacan las medias aritmética y ponderada, inverso de
potencias de la distancia, interpolacién lineal, Kriging, etc.

En algunos de estos métodos es posible determi-
nar el error de estimacion y en otros no, sin embargo,
este es el parametro que expresa la eficiencia del mode-
lo analitico-numérico y del modelo grafico por lo que en
el presente trabajo, a partir de la relacion entre los méto-
dos Kriging e interpolazion lineal, obtendremos la férmu-
la del error del segundo. Asi se dispone de un método
sencillo de aplicar y con posibilidades de calcular el error
de estimacion.

BREVE DESCRIPCION DEL ESTIMADOR
LINEAL KRIGING

El Kriging es un método de estimacién lineal
insesgado, 6ptimo en el sentido que minimiza la varianza
de estimacion. A partir de los n valores conocidos (P,Y),
i=12,...n yademasP, = Xy X0---X,) pertenece a R™,

¥ n

se obtiene un valor estimado Y = Za,.y, en el punto P;

los ponderadores a, se obtienen é 1partir de cierta rela-
cion entre los P, (generaimente en funcién de las distan-
cias euclidianas entre los mismos) y se pide que este
valor estimado sea el que tenga varianza de estimacion
minima. El Kriging es un interpolador exacto y es uno de
los métodos del tipo moving average.

De los casos estudiados, distinjosremos cuatro,
entre ellos:

1. La Esperanza Matemaética de la varidéde Y es nula o
conocida a priori y ademas la covaris lza de Y es una
funcién c(h) donde h es la distancia diclidiana entre
dos puntos. En este caso los a, se cosulan resolvien-

n

do el sistema Za,.c,.,. =C; . j=1,..n; c =slacovarianza

i=1

entre los puntos P, y P, y c,es la cov,eanza entre los

puntos Py P,.

El Error de Estimacion o Error de Krigoges o*=c_, -
2.2, donde ¢ 4n €8 la varianza de Hain valores Y, .
i=1

2. La Esperanza Matematica de Y es code ante pero des-
conacida E(Y(P)) = m, la covarianzaovic(h). Los &, se

n
obtienen al resolver 23,-0,-; =C;+ik =ndej=1,..n,
i=1 ¥

n
simultdneamente con Za,, =1, %=

i=1
' n
En este caso el Error de Kriging es o® = 1g | — Za,.c,. +H,
=1
3. Sea Y una variable Estrictamente Intrine:ca, sin desvia-
cion, dotada de un variograma y pero mede covarianza,
n

entonces los a, se calculan por Zanl’;,; +H=Y; con

i=1

j=1,...n, simultaneamente con ‘e ¢ 1. El Error de

i=1
Kriging es ¢® = Zam + 1.
i=1
4. Caso de una variable no estacionaristdonde conoce-
mos que se pueden utilizar los siguie lces métodos:
a) Kriging Universal.
b) Funciones Aleatorias Intrinsecas itri Orden k.

BREVE DESCRIPCICCR
DE LA INTERPOLACION IAGEAL

Sean n puntos (P, Y,) de R" donde Fe cumple para
los n puntos P, de R™' .

xn X1(n—1) 1 7-1)
Xo o xz(n-u 207
X Xony 1 7-1)

Entonces para cualquier punto fer ertenecientes -
al interior o a la frontera del hipertetraeipede R™' cuyos
vértices son los n puntos P, se puedesextener el valor
interpolado Y en el punto P = (x, x_ = esolviendo el
sistema siguiente para obtener los Ureps valores de
- SHRORS: P o

n-1?

n=1 n-
Yax,+b=y,;j=1..,n donde entoncee € = z’a,.x +b
=1 i=1
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n-1 n-1
Y ax,+b=y;j=1..n, donde entoncesY = ) aX+b
=1

i=1
En este trabajo demostramos que bajo ciertas con-
diciones, existe una relacion entre la Interpolacion Lineal
y el caso 3 de Kriging y con ello se obtiene también una
estimacién del error de interpolacion lineal.

RELACION GENERAL ENTRE EL KRIGING Y
LA INTERPOLACION LINEAL

Consideremos el caso 3 de Kriging param = n-1,
se tienen n puntos de R™', y tomemos el valor y (h) = h
pero asumiendo que h es la distancia definida por:

n-1
h(P.P)) = §|Xm = X,|, de esta manera:

n-1 . n-1
fo= S y 1= S
_ Entonces al escribir el sistema correspondiente al
Kriging para un punto P = (X,,..., X_, ) cualquiera, se tie-
ne:
n

Z(nﬂ |xik _xﬁl] a8 +pu= nzdlxk _x;k|
k=1 k=1

i=1

3

Y8 =1paraj=1,..n.
i=1

Nétese que el sistema es cuadrado y si tiene solu-
cién, por el método de Kramer se obtienen las n solucio-

D-‘
nes & =7 . _
D, es un determinante donde la columna de los términas

n-1 n-1
independientes formada por OZ]xk _x‘lk“""2|xk _xnkl
K=

k=1
sustituye a la columna i del determinante D.

n-1 n-1
lew*xtk\ lenk_xml 1
k=1 k=1

D=l,, - et '
Z!X‘Lk_xnkl ZIxm_xnkl 1
k=1 4 k=1 1 5

Es significativo que Y= Za.-‘/; -es una funcién que

i=1
depende linealmente de los modulos que contienen X,,...., X, y
si los modulos pueden ser eliminados, entonces se po-

n-1
dré escribir el valor estimado como Y = 2. CX+d, |

. i=1
Puesto que Kriging es un interpolador exacto en-
tonces esta ecuacion se satisface para los n puntos, lue-

go, es la misma que la que se obtiene por Interpolacion
Lineal.

llustremos con el caso R2 :
Seandos puntosde R2: (X,,Y,)y (X,,Y,) con X, # X,
Kriging: Y=aY, +ay,
d11a1 + d1zaz =R = d1
d,a, +d,a, + p=4d,
a, + a,+0u=1
Solucién por el método de Kramer (recordando que
d,,=d,=0):

S ldy dip 1
D=\d, d, 1=d,+d,=2d,
1 1
d d, 1
D,=|d, d, 1=-d,+d,+d,
1 1 0
d, d, 1
D,=(d, d, 1=d,-d,+d,
1 1
loy, dp 1 "
D,=|d, d, 1|=d,*d,+d,*d,-d,
1 1 0
=d,(d, +d,-d,,)
a —_D_l a —.._D.Ii —-& tant
=5 &=, K= ypor tanto

Si suponemos X, > X, se cumple que X, <X <X,y
por tanto:

D=2(X-X) D,=2(X,-X) D,=2(X-X,) D,=0,
de donde se deduce que

a~x2_x a_)(’—)t’1 I Y
= = a ecuacion de
' xz""x1 ? x2_xl y
estimacion se escribe :
-X -X
Y= As Y, &~ X, Y.

= +

X=X, ' X,-X, ?
y esta es la ecuacion de la recta que pasa por dos pun-
tos que puede escribirse:

R )
Y= 0-%) y, 0% -%X) ue es la férmula
(xz = x1) (xz - X1) 9
conocida para la interpolacion lineal para este caso.
El error de Kriging es 6*’=a,d, + a,d, + n =
(- X)X -X,)

=
=" x,-x)

X+
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Caso de R®

En R°® se tiene que este método es aplicable direc-
tamente para redes rectangulares. Para redes arbitrarias
podemos definir un variograma a partir del médulo de las
diferencias de los valores obtenidos al evaluar dos puntos
en el plano. De esta manera se tiene la equivalencia for-
mal entre ambas teorias, lo cual puede extenderse para
casos mas generales'y que con ciertas consideraciones
permite obtener los errores. Este caso reviste particular
interés, pues permite modelar de una manera sencilla una
superficie topogréfica y evaluar los errores de estimacion.

CONCLUSIONES

Se ha mostrado la relacién que existe entre una de
tas férmulas para estimar por Kriging y la interpolacion
lineal en R". A partir de lo anterior se logra estimar el error
de interpolacién lineal lo cual resulta de gran importan-
cia préctica, sobre todo cuando los datos que dispone-
mos de la funcién vienen dados por una tabla numérica.
Esto ha permitido obtener un algoritmo fiable para la
modelacion de superficies topograficas.
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Preparacion por via himeda de la mena lateritica
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Sintesis:

Aplicando la «Teoria de separacion del profesor Tijonov» se llega a demostrar la beneficialidad de la mena.
El autor plantea que para alcanzar una mayor eficiencia en la preparacién mecanica del mineral no es
necesario la modificacién de las condiciones de lavado, sino que basta con introducir la reduccién previa
del tamario de las particulas. En el trabajo se ofrecen las caracteristicas de separacion del'equipamiento
para el beneficio por el diametro y la susceptibilidad magnética de las particulas, con la especificidad de
que, en la separacion gravimétrica, la propiedad preponderante la constituye el diametro y no la densidad
de las fracciones. Se establece asimismo la relacién entre la calidad de la mena y la composicién
mineraldgica en la tecnologia himeda. Se realiza ademas la valoracion econdémica del incremento de la
eficiencia en la preparacién mecanica y resultan favorables los indicadores econdmicos con relacion a
los costos de una posible inversion. Finalmente, se evaltia el efecto del rechazo y los escombros sobre el

medio ambiente.
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