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RESUMEN-La geoestadistica se emplea en innumerables campos de aplicacion para estimar y simular variables
regionalizadas. Fue creada en la década de los 60-70, pero su maximo esplendor como ciencia aplicada se
alcanza a partir de los 90. Sus técnicas forman un largo listado, pero se pueden sistematizar separandolas en 5
gropos fundamentales: geoestadistica lineal, no estacionaria, multivariada, no lineal y las simulaciones. En este
trabajo se analiza cada uno de dichos grupos, asi como el desarrollo alcanzado en los Gltimos afios en relacion

con esta ciencia, considerada una de las mas recientes ramas de la matematica aplicada..
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ABSTRACT- Geostatistics are applied in many fields in order to simulate and estimate regionalized variables.
Was born in 60s — 70s, but reach its actual magnitude in 90s. Exist a long list of techniques, which can be
separated in 5 main groups: linear geostatistic, non stationary, multivariate, non linear and simulations. In this
work is analyzed each one of those groups. Is also analyzed the development reached by this science, which is

considered ones of the recent branches of the applied mathematics.
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INTRODUCCION
En los ultimos 30 afios la geoestadistica ha probado su superioridad como método de
estimacion de los recursos de la mayoria de los tipos de minas. La aplicacién en la industria
del petréleo es mas reciente, donde ha demostrado su utilidad para modelar y simular la
compleja heterogeneidad interna de muchos reservorios. Su empleo también ha sido
extendido a otros campos, tales como, el medioambiente la hidrogeologia, la agricultura e
incluso la pesca, donde el factor tiempo, al igual que la variabilidad espacial, juegan un papel

importante (Armtrong M., 1998).
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La herramienta basica, el variograma, no ha cambiado desde entonces; se emplea para
cuantificar la correlacion entre observaciones espacialmente distribuidas, y para deducir los
estimadores de la variables aleatorias en puntos no muestreados, procedimiento que se conoce
como krigeage -kriging en inglés- en honor al ingeniero sudafricano Danie Krige, quien,
junto Herbert Sichel llevaron a cabo los primeros pasos de la naciente ciencia en las minas de
oro de Witwatersrand.

En los afios 60 y 70 el matematico francés Georges Matheron, partiendo de las
primeras publicaciones de Krige, comenzd un intenso trabajo para desarrollar las bases
teoricas de la geoestadisticas. Es en el Centro de Investigacion de Fontainebleau, creado para
el por la escuela de Minas de Paris, asistido por un equipo de jovenes investigadores, donde
continua su trabajo dando el esplendor que hoy tiene esta ciencia y la Morfologia Matematica,
pero esa ultima forma parte de otra historia. Como se muestra mas adelante muchas de las
técnicas de reciente creacion no son mas que el perfeccionamiento de sus trabajos iniciales.

En la actualidad el niimero de técnicas recogidas bajo los términos krigeage y
simulaciones estocasticas a crecido de forma considerable, muchas de ellas resuelven
problemas similares por vias diferentes, por ello quien se introduce en este mundo puede
verse parado un una encrucijada, y la decision de cual camino tomar puede tornarse en un
problema mas a resolver. Con el objetivo de orientar dicha decision se analiza el estado actual
de salud en que se encuentra esta ciencia y se hace un resumen de los principales grupos de

técnicas, considerando aspectos tedricos y aplicabilidad en problemas practicos diversos.

LA GEOESTADISTICA COMO CIENCIA

La geoestadistica se encarga del estudio de muestras repartidas en el espacio a partir de
modelos aleatorios. Su uso practico sobrepasa el simple trazado de mapas, pues también tiene
en cuenta el sentido espaciotemporal de la probabilidad. EI modelo no es el objetivo como tal,
este es realmente un 1til al servicio de lo real observado, por lo tanto, méas que una ciencia es
una deontologia del tratamiento de muestras, tomado de homenaje a Georges Materno y
realizada por el Centro de Geoestadistica de Fontainebleau.

Muchos autores se han esforzado para darle una definicion, las que giran bajo el
concepto de variables regionalizadas introducido por Matheron 1965, el cual enfatiza dos
aspectos contradictorios: el aleatorio (que tiene en cuenta las irregularidades locales) y el
estructural (que refleja las tendencias a larga escala). Chiles (1999, p. 2) la define como “la

aplicacion de los métodos probabilisticos a las variables regionalizadas”. Olea (1999 p. 1) la
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considera como “un conjunto de técnicas que se auxilian de la caracterizacion espacial de los
atributos, empleando modelos primarios aleatorios, de manera similar a las series
temporales”. Quizas, la definicion mdas acertada es “la ciencia que estudia las variables
regionalizadas”, dada por Le Loc’h (2005). Una caracterizacion bastante aceptable es
presentada por Dubois (1998); ¢l destaca el papel del andlisis espacial o temporal del
fendmeno estudiado.

Un aspecto distintivo de esta ciencia es que asume que los valores de las variables
regionalizadas estan correlacionados unos con otros, el estudio de dicha correlacion se conoce
como “analisis estructural”. Los pasos basicos de la geoetadistica como técnica son:
analisis exploratorio de los datos
analisis estructural (calculo y modelado de los variogramas)
prediccion (kriging o simulacion)

La mayoria de los autores resaltan en sus publicaciones los conceptos:

Variable regionalizada

Funcion aleatoria (FA)

Hipotesis estacionaria e intrinseca

Funcién de Covarianza espacial

Variograma, experimental y modelos admisibles.

Anisotropia

Drift

Efecto proporcional

Efecto soporte y el soporte de una variable regionalizada.

Efecto informacion

Regularizacion

Teoria del krigeage

Otros, como la relacion de aditividad de Krige (Armtrong, 1998, p. 77) o el teorema de la
aditividad (Armtrong, 1998, p. 94) son solo tratados en algunas publicaciones. En ediciones
mas especificas aparecen conceptos menos citados aun, por ejemplo el teorema de la
microergodisidad (Chiles, 1999, p. 20) y la teoria transitoria o geoestadistica transitoria
(Chiles, 1999, p. 24) donde la variable z(x) se asume deterministica y es idéntica a cero solo
fuera de los limites del dominio D donde esta definida. La geoestadistica transitiva fue
desarrollada por Matheron, 1965 y se emplea actualmente para estimar el error geométrico

asociado estimaciones globales de los recursos, donde los limites del area mineralizada no se
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conoce a priori (Armtrong, 1998, p. 134). Otro aspecto poco trabajado, pero que comienza a
ganar en popularidad, es la representacion espectral de las funciones aleatorias, las cuales
tienen un uso practico en sefales temporales. En el espacio el significado fisico de las
frecuencias asociadas a las funciones aleatorias no es claro, pero representa una herramienta
tedrica poderosa, especialmente para simulaciones (Chiles, 1999, p. 17).

De esta se desprenden técnicas como el krigeage de variables complejas
(Wackernagel, 1998, p. 187) y el modelo bilineal de corregionalizacion, aplicable a la
modelacion de funciones de covarianzas cruzadas no simétricas (Wackernagel, 1998, p. 194).
Un ejemplo de aplicacion de la representacion espectral (o fractal) de las funciones aleatorias
es la simulacion de funciones aleatorias basadas en el movimiento fractal browniano o el
ruido gaussiano fractal, de gran utilidad para simular montaiias, canales y lagos con
caracteristicas realistas. El poder de dicho modelo radica en que se pede determinar

simultaneamente la varianza de una propiedad a diferentes escalas (Dubois, 1998)

PRINCIPALES TECNICAS GEOESTADISTICAS Y SUS PARTICULARIDADES

Se puede decir que la geoestadistica es una ciencia bastante joven, por ello sistematizar su
conocimiento a partir de una separacion adecuada de sus principales principios y técnicas
resulta imprescindible para su mejor estudio y comprension. Para ello se adopta la secuencia
propuesta por el Centro de Geoestadistica de la Escuela de Minas de Paris, en el curso de
formacion especializada Cycle de Formation Spécialisé en Géostatistique:

Geoestadistica lineal

Geoestadistica no estacionaria

Geoestadistica multivariada

Simulaciones

Geoestadistica no lineal

Geoestadistica lineal

La geoestadistica lineal univariada esta relacionada al estudio de variables regionalizadas que
satisfacen la hipotesis estacionaria de segundo orden o la intrinseca. Su teoria no se ha
enriquecido mucho desde su creacidn en los afios 60 y 70, destacandose dos aspectos claves:
Las funciones de variabilidad espacial.

Los métodos de estimacion.
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Las funciones de variabilidad espacial estan representadas por el variograma y la covarianza
espacial centrada. En casos particulares pueden considerarse funciones especiales como: el
covariograma transitivo, la covarianza no centrada, la covarianza no ergodica, el
correlograma, el correlograma no ergodico, el madograma, el rodograma, el variograma
relativo, el variograma relativo (pair wise) (Bleines et al., 2004).

Estas funciones pueden emplearse para orientar el andlisis estructural o otro objetivo
muy particular, por ejemplo Deutsch y Journel (1998, p. 45) plantean que el variograma
general relativo y el relativo pair wise son resistentes a los datos espaciados y a los outliers
(valores anomalos) cuando el histograma tiene asimetria positiva, por lo que revelan
estructuras ocultas.

En la estimacion solamente deben emplearse la funcion de covarianza y el variograma,
pero en la practica solo el segundo se calcula experimentalmente; para ello existen varios
estimadores, el mas usual es el mostrado por Chiles (1999, p. 37; Wackernagel, 1998, p. 45;
Deutsch & Journel, 1998, p. 44) entre otros.

y(h) = ng[z(x )= z(0)T

Dicho estimador es una alternativa practica para inferir el variograma regional, definido
dentro del dominio D como (Chiles, 1999, p. 38):

1 2
7a(h) = WD'] [2(x+h) = z(x)] dx

La imposibilidad de obtenerlo de forma experimental estd dada por la limitada cantidad de
muestras disponibles en Chiles (1999, p. 39) también muestra que el variograma experimental
es un estimador pobre de la variabilidad espacial si el histograma se extiende mucho hacia sus
extremos, como alternativa se pueden emplear estimadores mds robustos, tales como el
variograma mediana, cuantil, y Huverized, asi como variogramas de orden 1/2.

Los modelos de estos variogramas tienen como propiedades mdas importantes, la
continuidad y la diferenciabilidad en el origen, las que controlan el grado de continuidad de
las realizaciones de la FA a corta escala. A larga distancia esto se traduce de forma diferente,

se dice que una FA es estacionaria si el variograma es finito. Las funciones aleatorias
intrinsecas son infinitas, pero debe cumplir la propiedad y(k)/|h|'— 0cuando|h|— oo

(Chiles, 1999, p. 59), de lo contrario estamos en presencia de una FA intrinseca de orden k

(IRF-k), la cual se encuentra en el dominio de las geoestadisticas no estacionarias.
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Las funciones aleatorias intrinsecas deben ser condicionalmente definida positiva, o definida
positiva para el caso de las estacionarias de segundo orden.

Un aspecto de vital importancia es el rango integral, definido como:
1

A=—|C(h)dh
—Jew

Si este es finito, o al menos infinito y acotado, entonces la FA que caracteriza es ergodica
(Chiles, 1999, p. 74; Bleines, et al.,, 2004, p. 567) muestran las expresiones de A para

diferentes modelos de variogramas y dimensiones. Para ilustrar algunas de sus aplicaciones
practicas consideremos la expresion P{| Z,_, |>0.05}>0.9, |V |>10766°4, donde V es el

volumen de la region simulada (Lantuéjoul, 2005), que permite determinar el tamafio del area,
necesario para una precision de la estimacion de la media de una FA simulada, con un 95 %
de confianza.

De forma similar se deduce el tamafio de la region simulada para diferentes
precisiones de estimacion de la varianza y el variograma regional. Otra implicacion practica
derivada de estas ecuaciones es que se requiere que V>>A4 para que las propiedades del
modelo original se mantengan en el modelo simulado y las variaciones ergodicas sean
minimas.

En cuanto a la anisotropia la teoria no ha cambiado mucho, pero la forma practica de
modelarla ha progresado considerablemente, Bleines, et al., 2004 muestran como definirlas
por estructuras, con rotaciones globales y locales, facilitando el ajuste de variogramas con
comportamiento complejo y diferenciado por escalas. También muestran procedimientos de
ajuste automatico (p. 572), particularmente utiles para el caso de IRF-k y el multivariado.

Con las propiedades de la FA bien definidas, y si estas son adecuadas, se procede a la
estimacion. En el caso intrinseco se emplea el Krigeage Ordinario, en el estacionario de
segundo orden se puede usar ademas el Krigeage Simple con media conocida a priori. Dada la
dificultad de inferir la media, el krigeage simple es raramente utilizado; cuando se estiman
datos transformados, por ejemplo por anamorfosis gaussiana, la media es conocida, por ello se
considera como el método de base para la geoestadistica no lineal (Armtrong, 1998, p. 94) y
las simulaciones.

La comparacion entre ambos métodos no es lineal a causa de la introduccion de un
término constante en el sistema de ecuaciones del krigeage ordinario. El krigeage simple
también tiene la ventaja de poseer un criterio sélido para evaluar la calidad de la estimacion

conocido como el peso de la media (weight of the mean).
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Dentro de estas técnicas también se encuentra el krigeage de la media, el cual es un caso
particular del krigeage del drift usado en el contexto de universalidad o IRF-k de las
funciones aleatorias. El teorema de la aditividad sirve para relacionar los tres estimadores
antes mencionados (Armtrong, 1998, p. 94), de donde se desprenden dos conclusiones
fundamentales:

La varianza de krigeage ordinario puede ser fraccionada en dos partes, la varianza del
krigeage simple y la varianza del estimador de la media multiplicada por el peso de la media
del krigeage simple.De esta se deduce que hacer simple kriging con media local estimada a
partir del krigeage de la media es equivalente al krigeage ordinario.

El krigeage simple es condicionalmente insesgado, cosa que no se cumple para el
krigeage ordinario, en términos de probabilidades esto significa que E[Z,|Z",]= Z", y dicha
regresion es lineal con pendiente igual a la unidad (Armtrong, 1998, p. 96). Esta propiedad
tiene un impacto importante en la evaluacion del error de la estimacion de recursos y reservas.
No obstante un punto a favor del Krigeage Ordinario es que se adapta facilmente las
variaciones locales de la media.

El krigeage de los indicadores, los logaritmos o krigeage en el contexto
multigaussiano no son mas que el krigeage ordinario o simple de datos no linealmente
transformados. El krigeage factorial, el cual filtra o estima los factores asociados a cada
componente de los variogramas anidados, se puede clasificar como un método lineal y
multivariado, pues se deduce a partir da la combinacion lineal de los componentes o factores
de la FA asociados a cada estructura. Vea en Goovaerts (1997, p. 158 a 198) que estos no son
mas que casos particulares de Krigeage Ordinario.

El Enfoque Dual del Krigeage, no es mas que otra forma de representar las ecuaciones
de krigeage, se parte de un estimador expresado como combinacidn lineal de covarianzas en
lugar de datos. Este permite filtrar componentes y disminuir el costo de coOmputo con
busqueda global (Goovaerts, 1997, p. 169). Por supuesto existen equivalente de krigeage
simple, ordinario, krigeage de la media y otros para krigeage dual de factores.

Otro aspecto a destacar es la incorporacion en los software de formas mas complejas
de soporte, como poligonos, y de mejoras en el calculo de la varianza del bloque por método
numérico, de los cuales el mas aceptado es la discretizacién regular, con desplazamiento

aleatorio de los puntos de discretizacion secundarios (Bleines, et al., 2004, p. 608)
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Como aspecto novedoso podemos citar el empleo de derivadas asociadas a las ecuaciones de

krigeage con fines practicos (Bleines, et al., 2004, p. 611) para la estimacion del gradiente:

S Ky Suf =
B u

Z 2{0{ aﬁ)

:—z/l"‘ K —z afo—i-var{au}

donde {GZ
u

} es igual a -K’’(0)

Un caso mas complejo sera discutido en la seccion de geoestadistica multivariada

Cuando el error y su varianza se conoce en los puntos medidos entonces se puede emplear el
Krigeage con Error Medido (Bleines et al., 2004, p. 619). Este curioso método, aplicado muy
pocas veces en la practica por falta de informacion, solo se diferencia del krigeage ordinario

por tener un sistema de ecuaciones con covarianzas variables en la diagonal, que pueden

interpretarse como efecto pepita variable por traslacion.

Geoestadistica no estacionaria

Las funciones aleatorias no estacionarias son el caso opuesto a las estacionarias, las
intrinsecas ocupan una posicion intermedia y son ademads un caso particular las IRF-k con k=0
(Chiles, 1999, p. 231). Una propiedad que caracteriza las funciones aleatorias no estacionarias
es que poseen media, varianza y covarianzas variables por traslacion, efecto con un impacto
nefasto para la aplicacion de sistemas lineales de estimacion. Para enfrentar este problema
existen dos enfoques principales:

El modelo de residuos

Los incrementos de 6rdenes superiores.

La no estacionaridad se revela en el variograma como un crecimiento parabdlico y
suele confundirse con modelos gaussianos, un ejemplo de esto puede verse en Martinez et al.
(2003). Si el drift aparece a larga distancia es posible evadirla empleando un tamafio de
vecindad adecuado en la estimacion.

El modelo de residuos es la base del Kriging universal expresado por la dicotomia:
Z(x)= m(x)+Y(x), donde m(x) es el drift y Y(x) es el residuo, que puede ser estacionario de
segundo orden o intrinseco. En la préctica la funciéon deterministica m(x) se define a partir de

los polinomios deducidos con las realizaciones disponibles de Z(x), en otras ocasiones es
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asumida como una funcion externa “conocida”; pero raras veces el drift es realmente
conocido, por ello se dice que es un concepto elusivo, en ocasiones no claro o muy complejo,
en ocasiones claro, pero espurio (Chiles, 1999, p. 233) y esta es la principal debilidad del
krigeage universal.

La dicotomia se emplea para calcular el variograma de los residuos y se incorpora en
las ecuaciones de krigeage, pero la combinacion lineal que caracteriza el estimador es similar
a la del krigeage ordinario. El variograma de los residuos es altamente sesgado, excepto para
cortas distancias (Chiles, 1999, p. 122), ademds de esto, la definicién del drift en la mayoria
de los casos es oscura. Por tales motivos es preferible trabajar en el contexto IRF-k, aunque
este tiene algunos detractores como Deutsch y Journel (1998) aludiendo fundamentalmente la
complejidad del ajuste de los modelos bajo dicho contexto.

El krigeage universal debe ser empleado solamente cuando la definicién del drift es
clara, o asociada a un fendmeno fisico bien conocido y determinado (Renard, 2005).Las
funciones intrinsecas de orden k son una generalizacion de las funciones intrinsecas a 6rdenes
superiores, donde las diferencias de orden 2+k son invariables por traslacion. De forma
similar el variograma puede extenderse a 6rdenes superiores, por ejemplo, para orden 1 el
variograma generalizado se define como:

T (h) = L Var[Z(x +2h) = 2Z(x + h) + Z(x)]

Este es capaz de filtrar el drift lineal y mostrar el variograma estacionario asociado al
fenomeno (Chiles, 1999, p. 122). Lamentablemente para su construccién se requieren un
muestreo regular, por esta razon se emplean las covarianzas generalizadas, que no dependen
de la arquitectura del muestreo, pero no tienen representacion grafica.

Una propiedad interesante de las funcione aleatorias de ordenes superiores es que las
de ordenes inferiores estdn definidas en su contexto, por ejemplo, una combinacién lineal
autorizada (ALC) IRF -6 es también una ALC IRF -5., en el orden inverso esta afirmacion no
es cierta. La implicacion préactica mas importante de dicha propiedad es que el nimero de
funciones admisibles es mayor que en el caso estacionario o el intrinseco. Por citar un

ejemplo, el variograma power definido como (Armtrong, 1998, p. 134):
y(h)=C|h|® conO0<a<2

tiene como equivalente de orden superior

K(h)=l“(—02{j]h]“ con 0 < a < 2k + 2; con k impar
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Las ecuaciones de krigeage en ambos modelos (Universal e IRF-k) son similares, la inica
diferencia es que en el caso del krigeage universal se emplea la covarianza de los residuos y
en IRF-k las covarianzas generalizadas. Es posible extender al contexto de la no
estacionalidad las técnicas propias del caso intrinseco: estimacion del drift (como
generalizacion de la estimacion de la media), estimacion del gradiente, filtrado de
componentes de estructuras, kriging con error medido, etc.

Se introducen nuevas técnicas como el kriging con drift externo definido a partir de la

ecuacion E[Z (x)] =a, +a,S(x), donde S(x) es una funcion que define el drift externo (Bleines

et al., 2004, p. 612). Algunas de estas pueden ser generalizadas al caso multivariado, pero atn
no han sido implementadas a causa de la dificultad de obtener el modelo de variabilidad
espacial. El kriging con drift externo es particularmente til cuando se tiene una variable que
caracteriza el drift, no necesariamente precisa, pero con alta densidad de muestreos en toda el
area y una variabilidad inferior que la variable estudiada.

El ejemplo tipico es la estimacion de la profundidad de una capa a partir de unos
pocos puntos medidos en sondeos de exploracion y una data auxiliar densa obtenida a partir
de perfilaje sismico 2D (Bleines et al., 2004, p. 286). Como contrapartida de este método se
encuentra el cokriging con colocacién (en el campo de la geoestadistica multivariada). Este es
aplicable cuando existe correlacion espacial entre las variables, la diferencia entre la
variabilidad espacial de la variable secundaria y la primaria no es relevante. Una variante de
kriging con drift externo es el Kriging Bayesiano (Deutsch y Journel , 1998, p. 68)

Para que el krigeage de una IRF-k sea una ALC-k debe cumplirse la condicion de

existencia definida como A” ! — i =0 VI<k, donde f'es la funcion que caracteriza el drift.

El sistema de ecuaciones no sera regular si no existen duplicados, el modelo que caracteriza la
variabilidad espacial es condicionalmente definido positivo y las funciones que caracterizan el
drift no son combinacion lineal de los puntos de muestreo (Renard, 2005).

Esta ultima condicion es obviada muchas veces y es la causa de muchas
indeterminaciones; implica que para un drift lineal los puntos no deben estar ubicados en una
linea, para un drift cuadratico no deben estar en una o dos lineas rectas paralelas o cruzadas,
ni ubicados sobre una isolinea. Si la configuraciéon de los puntos de muestreo se aproxima a
los casos antes mencionados el krigeage se vuelve inestable. Otro aspecto a tener en cuenta es
el nimero de puntos minimo necesario para cada estimacion, el que crece rapidamente con el

nimero de dimensiones del espacio y con el orden del drift.
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Geoestadistica multivariada

La geoestadistica multivariada presupone la existencia de dos o mas variables, las que son
tenidas en cuenta para estimar y simular las realizaciones de las FA o combinaciones lineales
de estas. Las herramientas estructurales son similares, se dispone de matrices de covarianzas
centradas y no centradas, directas y cruzadas, también se tienen matrices de variogramas y
correlogramas; pero aparecen algunas especificidades, entre las que se destacan:

Los variogramas cruzados pueden ser negativos, con formas complicadas. Esto
también ocurre en el caso de las covarianzas cruzadas. La covarianza cruzada puede tener una
componente simétrica y otra asimétrica. Los variogramas cruzados siempre son simétricos.

Solo la parte simétrica de la covarianza cruzada se puede relacionar con el variograma.
Para el caso de variables con unidades de medidas diferentes los variogramas y las
covarianzas cruzadas no son adimensionales. Si la covarianza tiene una parte asimétrica
(efecto retrazo) los variogramas no son suficientes para determinar la varianza de una
combinacion lineal admisible (Le Loc’h, 2005)

En este contexto aparece una nueva herramienta: el seudo-variograma cruzado; para
calcularlo de forma robusta las variables deben tener la misma unidad y las diferencias a
distancia cero deben ser estacionarias. No es simétrico, pero su parte simétrica esta ligada al
variograma por la expresion:

el BeC0 Bz, -2,00F b ()

En la actualidad solo estdn implementados estimadores multivariados basados en FA cuyo
modelo de covarianza es simétrico, debido a la dificultad de determinar la varianza de una
ALC multivariada con efecto retardo, solo con variogramas o covarianzas. Wackernagel,
1998, Chiles, Delfiner, 1999, entre otros, muestran dos modelos simétricos de variabilidad
espacial como base para el ajuste de los variogramas:

El modelo intrinseco (o proporcional) de corregionalizacion.

El modelo lineal de corregionalizacion

El primero es el mas simple, presupone que C,(h)=b,p(h), donde p(h) es la estructura de
correlacion y los coeficientes b;son las varianzas asociadas a cada componente. Una

particularidad de este modelo es que en ausencia de correlacion estadistica (para ~A=0) las
estructuras cruzadas son nulas. En la mayoria de los casos este modelo no es suficiente para
explicar las estructuras cruzadas con un caracter complejo, para ello se utiliza el modelo lineal

de corregionalizacion, que puede ser visto como una generalizacion de los variograma
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anidados del caso univariado (Le Loc’h, 2005). En dicho modelo a cada estructura le

corresponde una matriz de coeficientes: Cij(h):Zb;.pl (h). Estos coeficientes son
/

usualmente factorizados, considerando la descomposicion de las FA en factores, con

incrementos no correlacionados. En ambos modelos las matrices B deben ser definidas
positivas, para ello se debe cumplir la condicién ‘blj‘ < bel.bj’j , solo suficiente para el caso

bivariado; si existen mas de dos variables la condicion se aplica al sistema factorizado.

El ajuste del sistema cuando el numero de variables es muy elevado es complicado,
por ello es poco usual encontrar modelos de mas de 2 o 4 variables. Frecuentemente se
ajustan las estructuras cruzadas con un procedimiento automatico (Bleines al. 2004, p 569),
luego de haber ajustado las estructuras directas de la forma tradicional. Existe ademas el
modelo bilinear de corregionalizacion, el que permite el modelado de funciones de
covarianzas no simétricas (Wackernagel, 1998, p. 194), este se deduce a partir del modelo
complejo lineal de corregionalizacion.

Los métodos de estimacion mas utilizados son el cokriging simple y ordinario, para
datos heterotopicos se emplea ademas el cokriging con colocacion (Wackernagel, 1998, p.
164) y el cokriging con colocacion extendida (o cokrigeage multicolocado) (Bleines al. 2004,
p. 616). En el caso isotopico estas técnicas tiene algunas ventajas sobre el modelo univariado,
la méas importante es que se cumple la condicion Z (x)=ZZl.CK (x), si las estructuras

i=1
cruzadas tienen varianza cero o el modelo de corregionalizacion es intrinseco (autokrigeable),
entonces, Z%(x)=» Zf(x), donde Z™(x) y Z/(x) son la funciones aleatorias
i=l1
cokrigeadas y krigeadas respectivamente de las n variables i que forman la combinacion lineal
Z(x) :ZZi (x) (Wackernagel, 1998, p. 164). El concepto de autokrigeabilidad se emplea
i=1
explicitamente en la formulacion del modelo ortogonal de indicadores con residuales
(Rivoirar, 1994)

Otra variante de cokrigeage que se pueden considerar es el krigeage con modelo
aleatorio del drift (Deutsch y Journel, 1998, p. 68). El cokriging ordinario puede ser
tradicional como lo muestra Wackernagel, 1998, p. 170, pero también puede ser con variables
estandarizadas (Deutsch y Journel, 1998, p. 74). Wackernagel (1998, p. 181) muestra un

enfoque interesante del analisis krigeante (en inglés factorial kriging analisis) el cual implica
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diferentes procedimientos de calculo segin el modelo de coregionalizacién, este es
ampliamente utilizado en la exploracion geoquimica para detectar anomalias. Wackernagel,
(1998, p. 187) también muestra dos variantes para el krigeado de variables complejas:
krigeage complejo y cokrigeage de la parte imaginaria y la real. Otro método poco visto en la

practica es el krigeage de varias variables ligadas por derivadas parciales para estimar
combinaciones lineales del tipo Z" =Y A“Z, + > X (ZZ) + Z/IA[SZJ (Bleines et al. 2004,
o B 29 5 Y

p 615).
Simulaciones

Una introduccion al buen uso de la simulacién se muestra en un ejemplo de Alfaro S. M.,
1979, €l estima el largo de un cable que cruza el estrecho de Gibraltar a parir de unos pocos
puntos medidos de la profundidad del fondo marino. En otra campaia se midié de forma
exhaustiva la profundidad, cuyo perimetro se considera como el valor real. Como se muestra
en la Figura 1, la realizacién simulada no es igual a la real, pero tiene la misma variabilidad,
por lo que el largo del cable es inferido con bastante precision; cuando se emplea el krigeage
el efecto de suavizado conlleva a su subestimacion.

Bleines et al. (2004, p 637) define la simulacién de una FA en un dominio
determinado como una realizacion del modelo que la describe, que reproduce su variabilidad
estadistica y geoestadistica (histograma y variograma). Contrario a la realidad, la cual puede
ser considerada como una realizacion particular de la FA, la simulacion se conoce en todo el
dominio, por lo que puede ser empleada para calculos empiricos, como simulacion de fluidos,
estudios de sensibilidad y la evaluacion de los resultados bajo condiciones restrictivas, como
el cutoff. En el caso de que las simulaciones sean iguales a los valores medidos en los puntos
de medicion, entonces se dice que estas son condicionales. El condicionado se puede realizar

a partir de la expresion (Bleines et al. 2004, p 639):
Z,(0)=Z,0+[Z(0)-Z,®]

Cuando se van a construir simulaciones lo primero es determinar las caracteristicas
estadisticas y geoestadisticas del campo simulado y luego se define el algoritmo matematico
que garantice reproducir las caracteristicas requeridas. Generalmente se producen n
realizaciones en paralelo, especialmente si se pretenden simular funciones multigaussianas,

pues es el modo mds sencillo de obtenerlas, siempre y cuando n sea lo suficientemente
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grande, de acuerdo con el teorema del limite central (Bleines et al. 2004, p 639). Entre los
métodos multigaussianos mas conocidos se encuentran:

M¢étodo espectral, basado en la representacion espectral de las covarianzas.

M¢étodo de dilucion

Meétodo de tesselacion

Meétodo de bandas rotantes

Descomposicion LU

Simulacion secuencial Gaussiana

Una adaptacion a los random set del método secuencial gaussiano es el secuencial indicador.
Como alternativa a este modelo, para simular variables categoricas, se tienen el gaussiano y
plurigaussiano truncados, una explicacion detallada se muestra en Armstrong, et al., 2003.

Un modelo poco usado es el de sustitucion, donde la FA es sustituida por otra FA
(funcidn directa) y un proceso estocastico (proceso de codificacion). Existen varios modelos
para estos dos componentes que pueden ser combinados para lograr una morfologia prescrita
de la FA simulada (Bleines et al. 2004, p 653).

Lantuéjoul (2002) muestra en su libro, con bastante detalle los modelos de funciones
aleatorias basados en objetos, los que son controlados por un proceso de Poisson, una familia
de random sets y variables aleatorias con la misma ley. El resultado de la simulacion puede
ser un random set o una FA; en ambos casos con un alto costo computacional si esta es
condicionada, debido a la velocidad de convergencia del kernel de transicion empleado en el
condicionamiento (Lantuéjoul, 2005).

Hasta la actualidad este modelo es uno de los mas apropiados para simular objetos
como lentes de arena, bloques flotantes (boulders) en una corteza lateritica, entre otros,
ademads, es bastante flexible y brinda un gran nimero de posibilidades en cuanto a la
intensidad del proceso Poisson, que controla la cantidad de objetos generados, la forma de
dichos objetos, su rotacion y combinacion.

El modelo de mosaico, de gran utilidad para comprender aspectos de la geoestadistica
no lineal y multivariada tiene como principio construir una particion aleatoria de un dominio
simulado con valores (constantes) independientes que han sido asociados a cada poligono que
constituye la particion. Para establecer la particion aleatoria se emplean procesos de lineas de
Poisson (mosaico de Poisson) y de puntos de Poisson (mosaico de Voronoi) (Bleines et al.

2004, p 657)
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El modelo Fractal estd basado en el movimiento fraccionario Browniano, cuyos incrementos
en el tiempo ¢ tienen una distribucién gaussiana. Los fractales pueden ser deterministicos o
aleatorios, en este caso se emplean varios algoritmos, como: desplazamiento del punto medio,
método de interpolacion y sintesis espectral.

Ademas de estos métodos existen otros que modifican las caracteristicas de la imagen
inicialmente simulada para forzar sus propiedades a propiedades determinadas, de ellas las
mas conocidas son el método autoregresivo deterministico (vea Bleines et al. 2004, p 662) y
el método de templado (Annealing) (vea Deutsch y Journel, 1998).

Estos son algunos de los métodos de simulacion mas conocidos, ademas existen los
equivalentes multivariados, con drift externo, etc. Aun no han sido implementadas bajo el
contexto IRF-k, al menos para el modelo multigaussiano, aunque Chiles y Delfiner (1999),
510 muestra la solucion para IRF-0 y IRF-k.

Desde el punto de vista tedrico existen algunas controversias, por ejemplo Deutsch y
Journel (1998), plantea que el método de las bandas rotantes es inaceptable por problemas de
artefactos en las simulaciones condicionadas. En versiones modernas de este método el
nimero elevado de bandas y su posicion seudo-aleatoria permitieron eliminar este efecto. Por
otra parte Lantuéjoul (2005) y otros autores de la escuela francesa de geoestadistica plantean
que el método secuencial solo es aceptable bajo condiciones estrictas estacionaridad de
segundo orden, de no cumplirse esta condicién el método se vuelve rapidamente inestable.
Otra controversia esta dirigida hacia el empleo de enfoque indicatriz para modelar litofacies
defendido a capa y espada por Deutsch y Journel (1998), mientras que Armstrong et al.
(2003) muestran sus grandes insuficiencias, por ello desarrollan el plurigaussiano para

modelar litofacies.
Geoestadistica no lineal

Bajo el término de geoestadistica no lineal se agrupan las técnicas que implican una
transformacion no lineal de los datos. Estas se crearon para modelar variables que luego de
transformadas pueden ser tratadas con técnicas lineales, los ejemplos més conocidos son el
krigeage lognormal o de logaritmos y el krigeage multigaussiano, donde la estimacion se
realiza con FA gaussianas obtenidas por anamorfosis.

En otro grupo se encuentra el krigeage de los indicadores de variables categoricas o
variables continuas transformadas a indicatrices; el objetivo es determinar la distribucion de la
FA analizada en un soporte puntual o de bloque y con ella inferir probabilidades o recursos,

expresados en porcentajes de tonelajes de metales y menas. Un tercer grupo que se emplea
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con objetivos similares, es deducido a partir de los indicadores, pero se basa en el enfoque
gaussiano, el mas popular de estos métodos es el krigeage disyuntivo. En el primer grupo la
transformacion de los datos tiene como objetivo realizar el krigeage sobre FA gaussianas,
pues estas tienen un grupo de propiedades que facilitan el uso de técnicas geoestadisticas. En
ellas se cumple que la estacionaridad de segundo orden es equivalente a la estacionaridad
estricta; aun en el caso intrinseco la mayoria de los estimadores lineales funcionan muy bien.

No es recomendable emplear estimadores lineales cuando la distribucion es altamente
no lineal (Chiles y Delfiner, 1999, p. 191). Un sistema multigaussiano con media cero esta
completamente caracterizado por la matriz de covarianza, su distribucion condicional es
gaussiana y relacionada con el krigeage simple por la expresion (Chilés y Delfiner, 1999, p.
381): Y(x,)| {Y(xa) o= 1,...,N} =Y, +04,U, donde U tiene distribucion uniforme.

Si la distribucidén es lognormal es posible efectuar el krigeage de los logaritmos
normalmente distribuidos. El problema esta en la transformacion inversa, para garantizar que

esta sea insesgada se consideran las expresiones (Bleines et al. 2004, p 622):

Z = exp{a(l j Y(x)dxj + b} iy
o)

1 y
52 +ln( e " dxd j
Y v2 J:;J; y

Sy =V
b=(-a)m, +%[(1—a2ﬁ§+a2yiv]

Para el krigeage lognormal ordinario con soporte de bloque el estimador resultante y la

2 ~
a =

varianza de estimacion son:
A exp[aY* +1la’o; +b+a2y]—ﬂ

o’ = 6“2(55‘7%) ll + eaz(sf,—y‘{v)(eal,, _ 2)J

Esta técnica tiene muchos detractores a causa de la sensibilidad a los valores extremos. Un
método similar es el krigeage multigaussiano, donde la transformacién se realiza por
anamorfosis gaussiana. Generalmente se emplea krigeage simple y la transformacion inversa
no tiene mayores complicaciones (Olea, 1999, p.35), aunque también es posible emplear el
krigeage ordinario. El modelo lognormal no es mas que un caso particular de la anamorfosis
gaussiana, pero la forma en que esta se implementa elimina en buena medida el efecto de los

valores extremos.
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El krigeage indicador provee una estimacion por minimos cuadrados de la distribucion
condicional cumulativa (ccdf) para un valor de corte z; segun la expresion
[i(x;z)] = E{I(x;2,)|(n)} =Prob {Z(x)<z, |(n)} (Deutsch y Journel, 1998, p. 76). Es una
técnica muy flexible dada las combinaciones posibles, entre las que se encuentra:
Krigeage indicador simple
Krigeage indicador simple con media conocida a priori
Krigeage indicador ordinario
Krigeage indicador mediano, una aplicacion del modelo de mosaico
Krigeage indicador con inigualdades
Cokrigeage indicador
Krigeage probabilistico
Krigeage con modelo Markov Bayes
Una particularidad es que necesita correccion de los resultados para que la ccdf sea monotona
creciente y en el intervalo [0,1]. Una desventaja esta dada por la pérdida de resolucion
asociada a la transformacion en el caso de variables continuas. El krigeage con inigualdades o
Soft kriging (Bleines et al. 2004, p. 618) también puede ser considerada una técnica
multivariada, emplea dos tipos de datos a la vez, los primeros definido en cada posicion por
un valor (hard data) y los segundos por un intervalo (soft data) que se remplaza por la
probabilidad condicional simulada con el “Gibbs Sampler” o calculada con un modelo
Markov —Bayes e indicadores (Deutsch y Journel, 1998, p. 91)

Segun Armstrong et al. (2003) la no estacionaridad de los indicadores es usualmente

desapercibida pues estan acotados por el valor 0.5, note que Var[l,.(x)]<0.25, por lo tanto

los variogramas estacionarios no exceden este limite. Los variogramas de una indicatriz y su
complemento son iguales, para el caso de mas de dos indicatrices el sistema es multivariado y
las estructuras cruzadas deben tenerse en cuenta.

Las indicatrices no son independientes y el nimero de funciones de covarianza esta
limitado por sus restrictivas propiedades, por ello el modelo gaussiano y los variograms sin
meseta no son admisibles para Random Sets; el esférico, aunque aplicado en la practica no se
ha probado que lo sea. La dificultad esta data en que el teorema de Bochner, empleado para
demostrar que las funciones de variogramas son definidas positivas en caso de variables
continuas, no es aplicable en el caso de los Random Sets. Por todos estos motivos se han

creado métodos basados en funciones gaussianas para evadir el empleo de indicatrices.
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Armstrong et al. (2003) también muestran que el krigeage y la simulacion de las indicatrices
no es capaz, en muchos casos, de reproducir los patrones espaciales reales de variables
categoricas; no obstante existen condiciones especiales donde los indicadores ameritan ser
empleados, tal es el caso del krigeage disyuntivo.

Este término estd asociado al hecho de que la sumatoria de los random sets son

disyuntivos, es decir son una codificacion en términos de 0,1 y su sumatoria siempre es uno,

esto permite desarrollar una FA empleado Random Sets de la forma f (Y (x)) = Z Sily (=i - €l
kriging disyuntivo no es mas que [ /(Y (x))]”* = Z fl.[ly(x):i]CK , el kriging disyuntivo de un

indicador es [IY(X)ZO]DK = [ly(x):o]CK‘

Rivoirar (1990, p.7) insiste en la necesidad del uso del cokriging, y las
simplificaciones que este puede tener. Si el modelo de corregionalizacion es intrinseco
entonces los indicadores pueden ser estimados de forma independiente con kriging (modelo
de mozaico). En el caso del modelo isofactorial sin efecto de borde los residuales de los
indicadores son ortogonales y el cokrigeage puede simplificarse al krigeage independiente de
los residuos de los indicadores.

En el caso del modelo isofactorial con efecto de borde no existe simplificacion
posible, por ello se emplea el modelo gaussiano en lugar de la indicatrices, donde los factores
son los polinomios de hermite, el krigeage disyuntivo se obtiene por estimacion con kriging
de cada factor por separado.

Otros métodos no lineales basados en el modelo gaussiano son la probabilidad a partir
de la esperanza condicional (Bleines et al., 2004, p 626) que emplea directamente la funcion
de anamorfosis para estimar la probabilidad de que una variable Z(x) no gaussiana exceda un
cutoff determinado. El Condicionado uniforme (Bleines et al., 2004, p 632) considera
conocido el valor gaussiano de cierto metal en el panel y emplea directamente la funcion de
anamorfosis gaussiana para calcular el tonelaje y el tonelaje de metal, de forma condicional al
valor gaussiano.

Y finalmente las variables de servicio (Bleines et al. 2004, p 635) que estima
directamente variables aditivas a partir de datos trasformados a metal por encima de un cutoff
en la posicion de las muestras, considerando el cambio de soporte, seglin el modelo gaussiano

definido por la funciéon de anamorfosis.
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CONCLUSIONES

En los afios 90 esta ciencia se ha enriquecido considerablemente y su uso se ha generalizado a
innumerables campos de aplicacion, gracias al desarrollo de las ciencias informaticas y las
mejorias introducidas en los algoritmos, como los de ajustes de variogramas en el contexto
multivariado y el IRF-k, la extensién al contexto plurigaussiano del contexto gaussiano
truncado, las mejoras introducidas al método de simulacion con las bandas rotantes, entre
muchos otros mas especificos, por ejemplo: el método para ajustar variogramas de sistemas
multivariados puramente heterotopicos (Martinez, 2005).

Aun existen muchos problemas por resolver, quizas el de mayor interés para la
industria del petroleo sea la modelacion de forma aceptable de fracturas. Chilés y Delfiner
(1999, p. 554) muestra algunas soluciones preliminares basadas en el empleo del modelo
booleano, pero no logra definir la forma y la extension de las fallas.

Una nueva tendencia es la de fusionar otras técnicas con la geoestadistica, un ejemplo
es mostrado por Painho y Bagdo (2000) quienes aplican algoritmos genéticos a problemas de
clusterizaciéon. También se tiende a remplazarla con algoritmos genéticos y el razonamiento
fuzzy (Huang Wong y Gedeon, 1998).

Finalmente se destaca un aspecto aparentemente simple pero que diferencia a un
especialista en geoestadistica de un buen conocedor y es el andlisis inicial del fendmeno. El
primero parte del enfoque probabilistico y define un modelo matematico general que le
permite deducir el método mas adecuado para resolver el problema planteado, el segundo
simplemente selecciona uno de los métodos existentes segiin los objetivos que persigue. La
diferencia no tiene mayor trascendencia, mientras el problema o fendémeno que se presente no

esté fuera de lo tradicional.
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Figura 1. Arriba el perfil real con puntos de medicion de la profundidad con un largo L=1182 m, en el centro una

realizacion de una simulacion condicional con L=1154 m, abajo estimacion con kriging (linea continua) con

L=945m



