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RESUMEN: Se muestra un modelo numérico para la resolucién del problema inverso en el transporte de contaminantes. Se emplearon elementos
cuadraticos y cubicos en la discretizacién por el Método de los Elementos Finitos (MEF) de la ecuacion de la dispersién. Se verifican y se
comparan los algoritmos del modelo inverso con una solucién analitica reportada en la literatura. Se muestra la aplicacién del modelo a la
calibracion de los parametros de un humedal utilizado como medio poroso filtrante. El humedal se construyé en el laboratorio y se utilizaron
mediciones de concentraciones de fluoresceina sédica de una prueba de trazador. Se calibraron el coeficiente de dispersion, el coeficiente de
retardo, el coeficiente de degradacién y el parametro de peso de la discretizacién en el tiempo. Se comprueba la buena aproximacién obtenida
del coeficiente de dispersion con un valor estimado por otro método. Se muestran las gréaficas de los ajustes obtenidos.

Palabras clave: flujo, transporte de contaminantes, calibracién automatizada, problema inverso, Método de los Elementos Finitos, Método de las
Diferencias Finitas, acuifero.

ABSTRACT: A numeric model is shown for the resolution of the inverse problem in the pollutant transport. Quadratic and cubic elements were
used in the discretizacion by the Finit Element Method (FEM) of the equation of the dispersion. They are verified and the algorithms of the inverse
pattern are compared with analytic solutions reported in the literature. The application is shown from the pattern to the calibration of the parameters
of a humedal used as medium porous filtrante. The humedal was built in the laboratory and measurements of concentrations of sodium fluoresceina
of a test were used of tracer. They were gauged the dispersion coefficient, the retard coefficient, the degradation coefficient and the parameter of
weight of the discretizacion in the time. The obtained results are shown being proven the good obtained approach of the dispersion coefficient with
a value estimated by another method. The graphs of the obtained adjustments are shown.

Key words: flow, transport of pollutants, automated calibration, inverse problem, Method of the Finite Elements, Method of the Finite Differences,

aquifer.

INTRODUCCION

Un problema que se presenta en la modelacion del trans-
porte de contaminantes en un medio poroso es el desco-
nocimiento de algunos de los parametros que intervienen
en el mismo; por ejemplo, el coeficiente de dispersion, el
coeficiente de retardo, el coeficiente de decaimiento, etc.
Conocer los valores de estos parametros es muy impor-
tante para el especialista para caracterizar el medio po-
roso desde el punto de vista hidraulico, asi como para
predecir el comportamiento o movimiento en el espacio
y en el tiempo de un contaminante en el medio. Este es el
llamado problema inverso, para el cual es necesario dis-
poner de observaciones de concentraciones del conta-
minante en algunos puntos adicionales del medio (Klotz
et al.,1992; Maloszewski & Zuber, 1992). Para resolver
este problema se puede emplear la via de pruebay error,
cambiando los valores de los pardmetros que se van a
calibrar hasta encontrar valores de los parametros que

minimicen la funcién objetivo de las diferencias entre los
valores de las concentraciones observadas y las calcu-
ladas. También se puede utilizar la regresion no lineal
como un problema de ajuste de curvas. Kelly et al., (1994)
utilizan la regresion no lineal para determinar el coefi-
ciente de dispersion en un problema 1Dy la dispersividad
longitudinal y la dispersividad transversal en un proble-
ma 2D a partir de la solucién analitica del pulso instanta-
neo en 1Dy 2D. Otros trabajos utilizan la via automatizada
con el empleo de técnicas de optimizacién para minimi-
zar la funcién objetivo. Mesa (2000) propone un modelo
numérico que emplea un algoritmo evolutivo para la cali-
bracion de los coeficientes de la conductividad y el alma-
cenamiento en un modelo de flujo 2D, con el que se
obtienen resultados satisfactorios. Entre los medios po-
rosos que estudia la hidraulica se encuentran los hu-
medales, los cuales son areas construidas por el hombre
para el tratamiento de las aguas residuales. Sin embar-
go, la hidraulica de los humedales con flujo subsuperficial

73



ISSN 0258 5979

Revista Mineria y Geologia Vol . XVII I, No. 2, 2001

(Gonzalez, 2000) no esta bien definida o caracterizada,
de aqui que el estudio con trazadores en este tipo de
medio sea una herramienta fundamental para la poste-
rior utilizacién de este ecosistema en el tratamiento de
las aguas residuales.

El articulo propone un modelo numérico para la resolu-
cién del problema inverso en el transporte de contaminan-
tes. En el modelo inverso se hace uso del modelo directo
gue se obtuvo de la aplicacion conjunta del MEF en el
espacio y del MDF en el tiempo a la ecuacion de la disper-
sibn-conveccion. La solucién numérica que se propone tie-
ne un caracter mas general, ya que utiliza cualquier tipo
de condiciones de fronteras y de condiciones iniciales. Este
modelo se aplico en la calibracion de los pardmetros hi-
draulicos de un humedal, construido en el laboratorio, como
caso particular de un medio poroso, teniendo caracteriza-
do desde el punto de vista hidraulico el humedal. Los re-
sultados obtenidos son satisfactorios, asi como los ajustes
obtenidos entre los valores observados y los calculados
de las concentraciones. Estos resultados comprueban y
verifican los obtenidos por Gonzalez (2000). Con el mode-
lo numérico que se propone, el especialista que trabaja en
el tratamiento de aguas, utilizando los humedales como
medio filtrante, dispone de una herramienta util para de-
terminar las propiedades hidraulicas desconocidas del
medio y caracterizar el humedal.

PLANTEAMIENTO NUMERICO
DEL PROBLEMA INVERSO

La ecuacion diferencial del transporte de soluto en una
dimensién en un medio poroso saturado es:

4V o€ _2 D aCJJHS'RTaCJr/l ¢R.C=0 (1)
oxX 0OX oX ot

donde 6 es la porosidad del medio, U es la velocidad real
del fluido, C es la concentracion del soluto o contaminan-
te, R, es el coeficiente de retardo o adherencia en el
medio, A es el coeficiente de degradacién o decaimiento
y D es el coeficiente de dispersion.

En la confeccion del modelo inverso se utiliza un al-
goritmo numérico desarrollado para la ecuacion (1), en
el cual se aplicaron el Método de los Elementos Finitos
(MEF) para la discretizacion en el espacio, segun la va-
riante de Galerkin, y el Método de las Diferencias Finitas
(MDF) para la discretizacién en el tiempo con un para-
metro de peso (Szymkiewicz,1995). Se emplearon en el
modelo directo elementos cuadraticos y cubicos, y se
demostro a partir del criterio de Von Neumann (Remson
et al.,1971) que la condicidn de estabilidad es la restric-
cion W > 0.5 para el parametro de peso de la dis-
cretizacion en el tiempo.

En el proceso de calibracion se utiliza la funcion obje-
tivo, definida como la suma de los cuadrados de las dife-
rencias entre los valores observados y los valores
calculados de las concentraciones segun la expresion:

FO: f(P)= 3 Y(C"-CP)

kelobs ieNobs
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donde P indica el conjunto de parametros para calibrar,
el subindice irecorre el conjunto de nodos con observa-
ciones de concentraciones (Nobs) y el subindice k reco-
rre el conjunto de tiempos con observaciones (Tobs).
Existe una estrecha relacién entre el modelo directo y el
modelo inverso, ya que en el proceso de la busqueda del
minimo de la funcién objetivo (2) se hace uso del modelo
directo para determinar los valores de las concentracio-
nes calculadas C (P).

VERIFICACION DEL MODELO NUMERICO
DEL PROBLEMA INVERSO

Para verificar o comprobar el modelo numérico del pro-
blema inverso se utiliza una solucion analitica que
corresponde al pulso continuo con dispersion no nula
como caso particular de respuesta-estimulo utilizado en
los estudios de trazadores. La concentracion inicial es
nula, C (x,0) =0, para todos los puntos del medio. Las
condiciones de fronteras vienen dadas como valores de
concentracion conocidos en los extremos. Se considera
un valor constante en la entrada y un valor nulo en la
salida seguin se muestra a continuacion:

C 0,1 =Ce parax=0, t>0 3

C(+xo,f) =0 parat>0

La solucion analitica para este caso se obtiene apli-
cando la Transformada de Laplace a la ecuacion (1) y

viene dada por la expresion siguiente, en la cual intervie-
ne la funcién error complementario denotada por erfc.

oux.
C(x,t):CZe 2 {e“erfc (a+ZJ+e2"erfc (a—ZH (4)
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_ XyOR B
- 24D

2

B= 0 u )
4 D R,
_x4JOR,

o=
2.tD

Se tomo el juego de datos siguiente:

Velocidad real del fluido: U =5 m/dia.
Concentracion en la entrada: Ce = 50 g/m?

Porosidad: 6= 0,1

Tiempo final de simulacién:  Tf = 40 dias

Longitud de la regién: L=480m

Coeficiente de dispersién: D =0,05 U = 0,25 m¥dia
Coeficiente de retardo: R, =1

Coeficiente de degradacion: 4 =0 1/dia

Paradmetro de peso: w=1

Para poder realizar las comparaciones se tomaron 2 va-
lores de Ax correspondientes a NE = 24 y 48 elementos
para los elementos cuadréticos, y a NE = 24 y 16 ele-
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mentos para los elementos cubicos en el espacio y se
tomé un valor de A ¢ correspondiente a NT=20 nimero
de subdivisiones en el tiempo. Se seleccionaron para la
calibracion los parametros: D, Rt, 4 y W, ya que en el
caso real de estudio que posteriormente se muestra en
este trabajo, éstos fueron los pardmetros calibrados. En
todos las casos se considerd que el paradmetro de dis-
persion y el de retardo eran constantes en el espacio y
en el tiempo. Se tomaron 5 casos de juego de datos de
estos parametros variando algunos de ellos seglin se
muestra a continuacion:

Caso1:D=0,25,R, =1, 1=0,W=1

Caso2: D=0,25,R, =2, 1 =0,W=1(caso con retardo)

Cas03:D=0,25R, =1,4 =0,001, W =1 (caso con
degradacion)

Caso4:D=0,25R, =1, 4 ,W=0,8

1 =0
2, 4 =0,001, W =0,8 (caso con
retardo y degradacion)
Se tomaron las cotas siguientes para cada parametro
por calibrar, las cuales se mantuvieron constantes para
los 5 casos.

0<D<I,I<R,<5,0<2<1,05<W <1

Enlas Tablas 1, 2, 3, 4 y 5 se muestran los resultados
de los valores de los pardmetros calibrados para los ele-
mentos cuadréaticos (CUA) y para los cubicos (CUB), el
valor de la evaluacion de la funcion objetivo (EvalFO) en
el punto de minimo, el Coeficiente de Regresién (Coef-
Reg) del ajuste obtenido, considerando los valores exac-
tos como los valores observados y el tiempo empleado
en la calibracién (Tcalib), respectivamente. Como puede

Caso 5:D=0,25, R,

observarse, en todos los casos los resultados son satis-
factorios. Todos los valores de los coeficientes calibrados
se lograron reproducir con una gran exactitud. Una medi-
da del buen ajuste logrado lo muestran los valores del
coeficiente de regresion y los valores de la funcién obje-
tivo en el punto de minimo. En todos los casos el tiempo
empleado fue pequefio. Este analisis de sensibilidad con
los parametros permiti6 comprobar o verificar que el
modelo numérico propuesto para el problema inverso
puede ser aplicado a un caso real de estudio.

CASO REAL DE ESTUDIO

En el laboratorio del Centro de Investigaciones Hidrauli-
cas del Instituto Superior Politécnico José Antonio
Echeverria se desarrolld una investigacion relacionada
con el estudio de los humedales utilizados como medios
porosos filtrantes en el tratamiento de las aguas en los
paises tropicales (Sanchez, 1998; Deas, 2000; Gonza-
lez, 2000). Uno de sus objetivos o propdsitos era carac-
terizar el humedal desde el punto de vista hidraulico. Para
caracterizar un medio poroso es necesario conocer los
pardmetros de ese medio. Algunos de ellos se pueden
determinar en el laboratorio, por ejemplo, la porosidad,
la conductividad, la velocidad del fluido, pero hay otros
gue es dificil su determinacién, debido a la falta de infor-
macién o de conocimiento del fenémeno fisico que se
estudia. Este es el caso del coeficiente de dispersion, el
coeficiente de retardo y el coeficiente de decaimiento. Se
construy6 un humedal en el laboratorio para realizar una
prueba de trazador utilizando la fluoresceina sodica o
Uranina. El humedal confeccionado es un tanque de acero

TABLA 1. RESULTADOS NUMERICOS PARA EL CASO 1

CASO 1

D R, » w EvalFO  CoefReg -I(-ﬁqa|lrl1t)3

NE=48 025 1  395710-9 1  698410° 09978 592
CUA

NE=24 025 1 0 1 747%0% 09915 243

NE=48 025 1 0 1 255%10° 0999 7,94
cus

NE=16 025 1  65410° 1 44410° 09918 2,33

TABLA 2. RESULTADOS NUMERICOS PARA EL CASO 2
CASO2 (R, = 2)

Tcalib

D R, A W EvalFO CoefReg (min)

NE=48 025 2 0 1 285710° 0993 7,32
CUA

NE=24 025 2 0 1 115407 09748 3,26

NE=48 025 2  10540° 1  106%0° 0997 16,38
cus

NE=16 025 2  2,07%10° 1  538%10° 09755 4,56
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TABLA 3. RESULTADOS NUMERICOS PARA EL CASO 3

CASO 3 (1. = 0,001)

D R, 3
NE=48 02501 1  9,99*10*
CUA
NE=24 02502 1 0,001
NE=48 0,25 1 0,001
cuB
NE=16 0,25 1 9,99410*

w EvalFO CoefReg -I(-Cméilr:t))
1 2,27*10°% 0,9978 6,43
1 7,95*10°% 0,9914 2,92
1 1,26*10° 0,999 11,34
1 1,07*10® 0,9717 3,2

TABLA 4. RESULTADOS NUMERICOS PARA EL CASO 4

CASO 4 (W = 0,8)

D R, »
NE=48 0,25 1 48%10°
CUA
NE=24 0,25 1 0
NE=48 02599 1  599*10°
cus
NE=16 0,25 1 429410°

w EvalFO CoefReg -I(-ﬁf:lr']?
0,8 2,27*10°® 0,9973 53
0,8 7,95*10° 0,9899 2,59
0,8 1,26*10° 0,9989 10,27
0,8 1,07*10°% 0,9903 2,95

TABLA 5. RESULTADOS NUMERICOS PARA EL CASO 5

CASO5 (D= 0,25, R,=2, 2=0,001yW=0,8)

D R, »
NE=48 02501 2  9,99*10*
CUA
NE=24 025 2  9,99*10*
NE=48 025 2 0,001
cuB
NE=16 025 2  9,99*10*

laminado de 2,8 metros de largo, 1,5 metro de ancho y
0,57 metro de altura. La seccién transversal es rectangu-
lar y se apoya en el suelo. La prueba se realiz6 durante
un tiempo de simulacién de 18 horas. Se hicieron medi-
ciones de concentracion en la entrada y en la salida
con un intervalo constante de 30 minutos entre cada
una de ellas. Como no se conocia el valor del coefi-
ciente de dispersion, se obtuvo un valor estimado igual
a D_., = 0,00023152 m?/min a partir de los resultados
logrados por Deas (2000), quien establece una equiva-
lencia entre el humedal y una laguna de estabilizacion, y
obtiene una relacién aproximada para el calculo del coe-
ficiente de dispersion (Polprasert & Bhattarai, 1993).
Tampoco se conocia el valor de los coeficientes de re-
tardo R, de degradacion , y del parametro de peso W,
por lo que fue necesario efectuar la calibracion de estos 4
parametros. Para la calibracion se realizaron mediciones
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W EvalFO CoefReg Iﬁ:ﬂ;’
0,8 3,61*107 1 7,85
0,8 5,26*10® 1 3,6
0,8 1,44*10% 1 16,17
0,8 2,68*10° 1 4,14

de fluoresceina en 8 puntos adicionales. Los 4 primeros
puntos se encuentran en una seccioén transversal a una
distancia de 0,9 metro y los otros 4 puntos en una seccion
a 1,9 metro de la entrada del humedal, respectivamente.
Debido a la uniformidad encontrada en la distribucién de
las concentraciones en cada una de dichas secciones
transversales, se asumié el modelo en una dimensién,
dado por la ecuacién (1), y se promediaron los valores
de las concentraciones en dichas secciones transversa-
les. En la Tabla 6 se muestran los valores de las concen-
traciones contra tiempo en la entrada, en la salida y en
las dos secciones promediadas o puntos de observacion.
Como medio poroso filtrante se tomo una grava con una
porosidad de 6 = 0,36 determinada en el laboratorio. Se
determiné que el flujo es lineal a partir de la ecuacion
binébmica de Pérez Franco (1982) con un gradiente de
| = 0,0000157 y con una velocidad real constante de
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TABLA 6. DATOS DE LAS CONCENTRACIONES
CONTRA TIEMPO EN LA ENTRADA, EN LA SALIDA'Y

EN LOS PUNTOS DE OBSERVACION, PARA LA PRUEBA
DE 18 HORAS DE TIEMPO DE MEDICION

PObs1 (0,9 m) PObs2 (1,9 m)

Tiempo (min)

0
30
60
90
120
150
180

210
240
270
300
330
360
390
420
450
480
510
540
570
600
630
660
690
720
750
780
810
840
870
900
930
960
990
1020
1050
1080

Entrada
C (g/m?)

726,1
247,9
1463
1388
1226
100,7
89,6
76,6
72,9
63,7
55,6
49,2
39,3
333
28,1
22,9
20,2
16,3
14,2
113
83
75
6.8
59
53
48
44
42
41
40
40
35
34
35
35
35
34

C (g/m3)
0,0
0,0

52,075

103.575

152,875

173,975

177,975

171,175

154,1
133,6
119,6

105,325

94,125

82,875
73,0

64,25
56,25
49,475

43,425

38,65
325
28,75
25,6
22,25
19,0

17,575

15,375

12,725

11,95

10,725

9,325
8,375
7,175
6,775
6,25
6,0
4,55

C (g/m3)
0,0
0,0
0,0
0,0
3,75

14,425

30,775

51,55
71,225
89,575

104,5
117,65
128,425

1335

134,3

129,875

122,625

113,30

103,75
96,0
88,0

80,75
74,25
69,25
64,25
58,8

53,85
49,175

44,75

41,45

37,325

33,875
30,5
26,0

23,25

20,025

171

Salida
C (g/md)

0,0
0,0
0,0
0,0
08
15
32
34
37
54
7.3
10,7
171
30,3
470
62,0
77,0
88,0
100,0
111,0
119,0
125,0
127,0
126,0
122,0
116,0
110,0
104,0
98,0
93,0
87,0
82,0
75,0
71,0
64,0
58,0
51,0

U = 0,00387 m/min. Esto correspondi6é a un gasto de
Q = 0,00092 m®/min, con un nivel del agua en la entrada
del humedal de h = 0,44 m.

APLICACION DEL MODELO INVERSO
A LA CALIBRACION DEL HUMEDAL

En la Tabla 7 se muestran los resultados obtenidos de
los 4 parametros calibrados, asi como el coeficiente de
regresion (CoefReg) y el tiempo de ejecucion de la cali-
bracion (Tcalib). Los resultados mostrados fueron calcu-
lados con ayuda de los algoritmos de calibracion
desarrollados con los elementos cuadraticos y los cubi-
cos. Para los dos casos se tomd NE = 3 elementos. El tamafio
del intervalo en el espacio fue variable debido a la distancia
existente entre los puntos de observacion, la entrada y la sali-
da. Atendiendo al nimero de mediciones en el tiempo, se tomé

TABLA 7. RESULTADOS NUMERICOS
PARA EL CASO REAL DE ESTUDIO

Elementos cuadraticos  Elementos clbicos

D (m2/min) 0,000222 0,00025588
R, 1 1

A (3/mi) 0,0004411 0,0003008
w 0,74 0,72

CoefReg 0,9744 0,9777

Tcalib (min) 0,693 1,1827

NT = 36 correspondiente a un valor de Ay = 30 min para un
tiempo final de Tf = 1 080 min. Las cotas para la calibracién
son0<D<I; ISR, <5, 0<ALL 05<W <.
Segun los resultados mostrados para este caso se
puede concluir que no existe retardo del trazador en el
humedal, lo cual no ocurre asi con la degradacién. Se-
gun el trabajo de Deas (2000) esta sustancia puede ser
destruida por la luz solar, lo cual puede justificar la pre-
sencia de cierta degradacion en el resultado de la cali-
bracion. Los dos valores del coeficiente de dispersion
estan bastante proximos y también con respecto al valor
estimado inicialmente D = 0,00023152 m?/min. El va-
lor del parametro de peso no coincidié con el valor de
W =1, lo cual coincide con lo dicho por diferentes auto-
res en la literatura. Si W es un valor cercano a 0,5 se
obtiene mejor exactitud pero puede ocasionar oscilacio-
nes, mientras que si el pardmetro esta cerca del valor 1
se obtiene buena estabilidad pero puede producir dis-
persion (Szymkiewicz, 1995). Los resultados obtenidos
son buenos, teniendo en cuenta que sélo hay dos puntos
en el espacio con observaciones conocidas, lo que re-
sulta en un namero total de 2 NT = 72 observaciones.
Con respecto al tiempo de ejecucion se puede observar
que el caso del elemento cubico emplea casi el doble del
utilizado en el elemento cuadratico, aunque en ambos
casos fueron pequefios. También puede comprobarse un
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Cuadraticos Rt=1; A=0,0004411; W=0,74 Cubicos Rt=1; 1=0,0003008; W=0,72
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Figura 6. Concentraciones calculadas y observadas contra tiempo
en el punto x=1,9 metro utilizando el elemento cibico
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resultado ligeramente mejor, obtenido con el elemento
cubico atendiendo al coeficiente de regresion.

En las figuras 1 y 2 se muestran las graficas de los
valores de la funcién objetivo en funcién del parametro
de dispersion D para los elementos cuadréaticos y cubi-
cos respectivamente, y se demuestra graficamente la
existencia de un Unico punto de minimo de la funcién
objetivo. En las figuras 3, 4, 5y 6 se muestran las grafi-
cas de las concentraciones calculadas y las observadas
contra tiempo en los puntos de observacién para los dos
tipos de elementos finitos utilizados y se demuestra el
ajuste satisfactorio encontrado entre los valores obser-
vados y los calculados.

CONCLUSIONES

Se confeccion6 un modelo numérico del problema inver-
so para el caso del transporte de contaminantes en un
medio poroso. Se utiliz6 el asistente matemético MATLAB
version 5.1 para la implementacién computacional de to-
dos los algoritmos. Se aplicé el modelo del problema in-
verso en la calibracion del coeficiente de dispersion, del
parametro de peso, del coeficiente de retardo y del coefi-
ciente de decaimiento de un humedal como medio poroso
filtrante, utilizando mediciones de concentraciones de una
prueba de trazador con fluoresceina sodica. Se obtuvie-
ron buenos resultados numéricos y gréaficos para los dos
tipos de elementos finitos utilizados en el modelo inverso.

Este modelo puede trabajar con cualquier tipo de con-
diciones de fronteras y condiciones iniciales, de forma
que no es necesario restringirse solamente a la utiliza-
cion de las expresiones que corresponden con las solu-
ciones analiticas de los casos del pulso instantaneo o
del pulso continuo como casos particulares de respues-
ta-estimulo utilizados en las pruebas de trazadores. Tie-
ne la posibilidad de simular medios heterogéneos y
ademas puede ser seleccionado otro conjunto distinto
de pardmetros para calibrar. Aunque el modelo esta de-
sarrollado para un medio poroso, tiene la posibilidad tam-
bién de ser aplicado a canales y rios con flujo uniforme si
se considera el coeficiente de la porosidad con valor 6 =1
y el coeficiente de retardo con valor R, = 1.

Con este modelo el especialista en tratamiento de
aguas en humedales dispone de una herramienta Util para
la determinacién de los parametros hidraulicos descono-
cidos del humedal (porosidad, dispersion, retardo, decai-
miento, etc.) con la ayuda de una prueba de trazador.
Para esto sé6lo necesita disponer de mediciones de con-
centracion del trazador en algunos puntos interiores del
medio. Estos pardmetros son utilizados por el especialis-
ta para poder evaluar los modelos de tratamiento, por
ejemplo, los modelos de tipo biol6égico o de otro tipo, de
ahi la importancia de poder determinar estos parametros
que son datos de entrada de los modelos de tratamiento.
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