ISSN 0258 5979

Miner a'y Geolog a

Vol . XVIll, Nos. 3-4, 2001, pp. 73-75

ALGORITMO EFICIENTE PARA PROCESOS
DE ESTIMACION GEOESTADISTICOS

EFFICIENT ALGORITHM FOR GEOSTATISTICS ESTIMATION PROCESS

RAFAEL TrRuUJILLO CODORNIU
MANUEL LORES VIDAL
MIRELIS RASUA LOPEZ

E-mail: rtrujillo@ismm.edu.cu
Instituto Superior Minero Metaldrgico de Moa

RESUMEN: En el presente articulo se expone un algoritmo que permite disminuir de manera sustancial el nimero de operaciones usualmente
requerido para realizar la estimacién del valor de una variable regionalizada, a partir de los valores conocidos de la misma en un conjunto de
puntos del espacio o del plano. El algoritmo puede usarse para acelerar la estimacion por Kriging, o por el método de las funciones de autocorrelacion
permitiendo, por tanto, mayor rapidez en la generacién de mapas y otros calculos asociados.
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ABSTRACT: In this article is exposed an algorithm that allows to diminish, substantially, the number of operations that are usually required to carry
out the estimation of the value of a variable, starting from the known values of the same, in a group of points of the space or the plane. The algorithm
can be used to accelerate estimation by Kriging, or by the autocorrelation functions method, and permit, therefore, greater speed in the generation

of maps and other associated calculations.
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INTRODUCCION

La modelacién matematica de un yacimiento es, en esen-
cia, la reconstruccion del cuadro geoldgico tridimensional
del mismo, a partir de datos aislados obtenidos a través
del muestreo. Este proceso combina la imaginacion con
las formulaciones matematicas idéneas, de modo que con
la informacion disponible (que generalmente es insuficien-
te debido al costo de su obtencién) pueda lograrse un
modelo adecuado.

La estimacion es una de las partes mas importantes
del proceso de modelacién. La misma implica la aplica-
cion de una serie de algoritmos matematicos para inter-
polar o extrapolar un atributo medido sobre un conjunto
de puntos, distribuidos espacialmente de forma irregular
o0 muy dispersa, a un nodo de interés. Las técnicas de
estimacion varian desde la simple triangulacién y la aproxi-
macién polinomial, hasta algoritmos mucho mas comple-
jos, como los que se abordan en la Geoestadistica. Los
métodos geoestadisticos ofrecen (Deraisme y Fou-
quet, 1996), como regla, mejores resultados, ya que par-
ten del concepto intuitivo de que mientras mas cerca
estén 2 puntos dentro del bloque modelado, menor sera
la variacion del atributo medido entre ellos. Es decir, que
siempre existe una determinada correlacion estadistica
entre el valor del atributo en un punto y los valores de ese
mismo atributo en puntos “vecinos” o “cercanos”.! Esta
suposicién, ademas de ser a todas luces muy logica, ha
sido confirmada por la practica, y por ello la difusion de
los métodos geoestadisticos ha crecido hasta el punto

de convertirse en el sistema predominante actualmente,
ya que el uso de los ordenadores permite soslayar lo com-
plejo y laborioso que resulta su aplicacion.

Es muy comun que a partir de un numero finito y rela-
tivamente pequefo de valores, se tenga que estimar el
atributo en un nimero grande de puntos. Esto se puede
apreciar con claridad cuando se desean obtener mapas
o estimar recursos para cuyo célculo preciso necesita-
mos de redes muy finas. En estos casos la laboriosidad
de los métodos geoestadisticos hacen esta tarea com-
pleja (desde el punto de vista del nimero de operaciones
requerida y del tiempo promedio de su ejecucion) y mu-
chos optan (ver, por ejemplo: Legra y Trujillo, 1997) por
utilizar en las etapas finales del refinamiento de la red
otros métodos de estimacion (de precision mas dudosa,
pero de mas rapido calculo). En el presente trabajo expo-
nemos un algoritmo que permite simplificar sustancial-
mente el proceso de estimacién geoestadistico.

DESARROLLO DEL ALGORITMO

Sean P=P4(X1,Y1,21); P2 = Pa(X2,Y2,22); ... Pn=Pa(Xn,YnsZa) N
puntos del Espacio R? para los cuales es conocido el va-
lor del atributo v. Es decir, son conocidos v,=v(P4); vi=v(P,);
.... vo=v(P,)). Supongamos que la estimacion del valor del

' En la geoestadistica puede formalizarse matematicamente el con-
cepto de punto “cercano”, pero esto no es necesario para la com-
prension del cuadro general que se expone.
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atributo ven el punto P = P(x,y,z) se efectla a través de
la media ponderada:
v=v(P) =y, +a,v, +...+a,v

n-n

n

= Zam (1)
k=1

donde los ponderadores a,, o, ... o, S€ obtienen como

solucion del Sistema:
D A,e=b; 15k<n @)
i=1

Asumiremos que los coeficientes A, de la matriz del
sistema de ecuaciones (2) no dependen de P = P(x,y,z),
a diferencia de las coordenadas del vector libre b, = b, (P),
que si dependen explicitamente de P. Consideraremos,
ademas, que la matriz A es simétrica (es decir, satisface
la condicion A, = A, ) y no singular (o sea, con determi-
nante desigual a cero), con lo cual se garantiza que la
solucion del Sistema (2) existe y es unica. Como vere-
mos mas adelante, estas suposiciones son validas en el
caso tipico de las estimaciones por Kriging o por el méto-
do de las funciones de autocorrelacién (Bernal, 1994).

El problema consiste en que para estimar el valor del
atributo v en cada punto P es necesario resolver un Sis-
tema de Ecuaciones de n x n . Es bien conocido que la
solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales por los
métodos mas eficientes, necesita un numero de opera-
ciones proporcional al cubo del orden del Sistema, es
decir, O(n®).2 Si se necesitan estimar N puntos, se ten-
drian que realizar O(Nn?) operaciones.

Para disminuir el numero de operaciones que se de-
ben realizar y posibilitar la estimacion de todos los pun-
tos en un plazo razonable, se emplean varias técnicas.
En primer lugar, se limita el orden n del Sistema de
Ecuaciones. Dicho en otros términos, se considera que
influyen en el valor del punto P sélo los valores de los
puntos mas “cercanos”. Para esto se especifica un um-
bral de correlacién y, a partir del mismo, un elipsoide de
correlacion con centro en P. Es posible demostrar que si
un punto se encuentra fuera del elipsoide de correlacion,
la influencia de su valor en el valor de P no es (de acuer-
do al umbral seleccionado) estadisticamente significati-
va. Si después de esta técnica el numero de puntos que
se debe considerar en la estimacion sigue siendo alto,
algunos sistemas hacen una eliminacién posterior (ya no
tan justificable desde el punto de vista estadistico) hasta
que obtengan un valor de n manejable (generalmente
entre 8y 24 ).

Es facil ver, ademas, que como la matriz A = Ax no
depende del punto que se va a estimar y es invertible,
puede realizarse un efectivo ahorro de operaciones si pre-
viamente se invierte la matriz, y el sistema (2) se resuel-
ve por la férmula:

a=A"b; @=(,,a,,....,a,); b=(b,, b,,....b,) (3)

2 La expresion O(n®) puede interpretarse como una funcién f(n) tal,
que lim /™ _c w0,

o g

Es decir, es una funcion que crece a la misma velocidad que n®.
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En efecto, la matriz A tendria que invertirse sélo una
vez y luego se emplearia este resultado para las N esti-
maciones necesarias. Como el producto de una matriz
por un vector necesita O(n?) operaciones, es posible apre-
ciar que por este método se necesitarian O(Nn?) opera-
ciones.

Pasemos a la descripcion del algoritmo que se propo-
ne. La férmula de estimacion (1) puede escribirse como
el producto escalar de dos vectores:

v=v(P) = v, +0,v, +...+a,v, = (&,V) (4)
donde
ﬁ=(0!1 5 0(2 N ...,OIn) y V=(V| ’ V2 s --"vn)

Si se sustituye en (4) la expresion (3), obtenemos:
v=w(P) = (&,7)=(A"'b, V) (5)
Como es conocido, el producto escalar de vectores
reales satisface la siguiente relaciéon de dualidad:
(Bx,y)=(x,By) X, yeR" (6)
donde B es una matriz arbitraria de n x n y B’ la matriz
transpuesta a B. Si B es simétrica, se cumple que B=B’

y B =(B)’, por tanto, la combinacién de (5) y (6) condu-
ce a:

v=u(P) = (@,v)=(A"'D, V)=, (A7) V)=, A" v) (7)

Sea ¢ =A™'V. Evidentemente el vector ¢ no depende
de Py puede ser calculado una sola vez en todo el pro-
ceso resolviendo el sistema:

> Ay e=b; 1<k<n (8)
i=1

luego de lo cual para cada punto P donde se desee efec-
tuar la estimacion tendriamos:

v=u(P) = (b,5)=(b(P), ¢) 9)

Note que con esta férmula de estimacion, una vez cal-
culado el vector b solo se debe ejecutar el producto esca-
lar y por ello la estimacion de un punto requiere de O(n)
operaciones y la de N puntos, de O(Nn) operaciones.

Veamos ahora la factibilidad de este algoritmo para
los diferentes tipos de Kriging. Como es conocido (ver,
por ejemplo, Chica Olmo, 1988; Legra y Guardiola, 1999;
Legra et al., 1999), el Kriging es un método de estima-
cion lineal insesgado, 6ptimo en el sentido que minimiza
la varianza de estimacion; se han estudiado varios ca-
s0s, entre los que distinguiremos tres:

1. La Esperanza Matematica de la variable v es nula o
conocida a priori y ademas la covarianza de v es una
funcion de la distancia euclidiana entre dos puntos. En
este caso los coeficientes de ponderacién ¢; se calcu-
lan resolviendo el sistema

ZAkial:bk; 1€k<n
i=l

donde Ay es la covarianza entre los puntos P;y P, yb,es
la covarianza entre los puntos P y P,
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La estimacion se efectua por la férmula:
v=v(P) =M, + ) &,(v,—M,)

k=1
Como la covarianza depende de la distancia euclidiana
y d(P;,P,) =d(P\;P;), la matriz A es simétrica y no depende
de P, por lo que se cumplen los postulados planteados al
inicio para la aplicacién del algoritmo. En efecto
v=w(P) =M, +@&,7) = M,+(A"b,7)=
=M, +b,AV)=M,+(b,7)

donde:

V=, -M,v,-M, ,....v,-M) y =AYV

v

Puede apreciarse que determinando al inicio de los
célculos el vector ¢’, garantizamos que el resto de las
estimaciones se efectuen calculando un simple producto
escalar (por supuesto, una vez determinado el vector b).
2. La Esperanza Matematica de ves constante, pero des-

conocida E(v (P)) = m, y la covarianza es una funcién
de la distancia euclidiana entre dos puntos. En este
caso los coeficientes de ponderacién o;se calculan re-
solviendo el sistema:

iAkiai =b + p
i=1

(10)

i=1

y la estimacion se hace por la férmula (1), donde 4,; es
la covarianza entre los puntos P; y P, yb, es la
covarianza entre los puntos P y P, Observe que en este
caso el sistema de ecuaciones lineales tiene orden n +1,
ya que aparece una incégnita auxiliar, que es el
multiplicador de Lagrange u. Si se efectua un cambio
de variable u =—u, se puede escribir el sistema (10) en
la forma:

n

zAki a, +p=b,

i=l

zn:a,=1
i=|

cuya matriz es evidentemente:

(11)

Ay A, ... A, 1
A A Ay,
A= ¢t

Ay A, ... A, 1

I 1 .. 1 O

la cual es simétrica en virtud de la simetria de A. Luego el
algoritmo expuesto puede aplicarse si utilizan las siguien-
tes notaciones:

V' =(v,,v,, 0, v,,00e R

b'=(b,,b,,"+,b,,1)e R"™"

a'=(,a,, - a,, e R""

En efecto:

v=v(P) =Zn: av, =@ =@ v)=
=AD" v)=(b",A"v)= ("¢

donde el vector ¢’e R se calcula resolviendo el Siste-
ma: Ac'=v".

3. La variable v es una variable estrictamente intrinseca,
sin desviacion, dotada de un variograma g, pero no de
covarianza. En este caso los coeficientes de pondera-
cién o; se calculan resolviendo el sistema:

iAki a; +u=b,
i=l

):_:a,:l
i=1

y la estimacién se hace por la férmula (1), donde:
Aki=7(d(Pk!R)); bk=7(d(Pk!P)

Es facil apreciar que este caso puede resolverse de
manera analoga al caso 2 sin necesidad de efectuar cam-
bios de variable.

CONCLUSIONES

El algoritmo propuesto es sencillo y permite disminuir el
numero de operaciones necesarias para efectuar estima-
ciones multiples, partiendo de la posibilidad de concen-
trar en el vector ¢’ toda la informacion que depende de la
distribucién espacial de los puntos P; y dejando en el
vector b = b(P) la informacién que depende especifi-
camente de la posicion del punto que se va a estimar. La
disminucion de la cantidad de operaciones permite tra-
bajar con un nimero mayor de puntos y utilizar los méto-
dos geoestadisticos, incluso en las ultimas etapas de
refinamiento de la red.
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