ISSN 0258 5979

Revista Mineria y Geologia Vol. XVII, No. 1, 2000

Pertenencia de un

unto del plano

al interior o a la frontera de una region
limitada por un poligono

Ownership of a Point of the Plane to the Interior
or to the Border of a Region Limited by a Polygon

Aristides Alejandro Legréa Lobaina’
Andrés Silva Pineda?

Resumen

En este articulo se describen dos algoritmos
para determinar la pertenencia de un punto
del plano al interior o a la frontera de una
regién limitada por un poligono. El segundo
de ellos es recomendado por su rapidez. Al
final se explica, como anexo a este trabajo,
un programa en lenguaje Pascal para la
implementacién del segundo algoritmo.
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Abstract

In these article two algorithms are described
in order to determine the ownership of a
point of the plan to the interior or to the
border of a region limited by a polygon. The
second of them is recommended for their
rapidity. At final is described, like annex to
this work, a program in Pascal language for
the implementation of the second algorithm.
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INTRODUCCION

s usual definir una region A del plano R? mediante un conjunto de n pun-

tos Q,,...,Q,, de coordenadas (x,y) i=1,...,n en el sistema O XY, ordena-
dos, en general en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj) y
segun la secuencia del dibujo, que forman un poligono al cual se considera
un modelo de la frontera de dicha region.
El problema que se plantea es determinar si un punto P de coordenadas
(x,y) esta en el exterior o en el interior y frontera de A (Gémez, 1995; Bustillo,
1996; Bustillo. 1997; ITGE, 1997). Los casos mas conocidos que se presen-
tan relacionados con la geologia y la mineria son los de la densificacién de
una red en una region plana limitada por un poligono, la busqueda de la
posicién de un punto con respecto a una regién en un mapa digitalizado vy,
en la mineria del Ni en Cuba, la determinacion de la cantidad y calidad del
mineral extraido a partir de mediciones topogréficas realizadas; en este caso,
se obtiene un poligono no convexo que enmarca la zona minada y es nece-
sario saber cuales de los puntos de la red plana de control de la base de
datos estan en el interior o en la frontera de este poligono de manera que a
partir de la diferencia de cotas en estos puntos, se realizaran los calculos.
Un caso menos conocido donde se plantea este problema es el relacionado
con la férmula de G. Pick (Shaskin, 1989) que plantea que si dividimos el
plano en cuadrados de area 1 y denominamos al conjunto de vértices de
todos los cuadrados reticulo puntual y a dichos vértice nodos del reticulo y
ademas tenemos un poligono tal que todos sus vértices pertenezcan al reti-
culo (a este poligono se le llama poligono reticular), entonces el area de la
region limitada por el poligono esté dada por Ap = i-1+b/2 donde i es el
namero de nodos que se encuentran dentro del poligono y b el nimero de
nodos que contiene la frontera. Estos resultados son usados en varias ra-
mas tedricas de la Matematica.

Se conocen varios algoritmos para resolver el problema planteado.
Entre ellos son mas conocidos el de la suma de angulos subtendidos, el de
saltos de una linea a un punto exterior, el de segmentos de la frontera a la
derecha de punto y el de Davis-David (Davis and David, 1979). Todos pre-
sentan dificultades relacionadas con una gran complejidad o con un consi-
derable volumen de célculo.
El objetivo de este trabajo es resolver el problema planteado median-

te la presentacion de:
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a. Una variacion del algoritmo de suma de angulos
subtendidos donde se reduce el volumen de célculo
y su complejidad.

b. Un algoritmo iterativo que combina fronteras y
subfronteras.

DESARROLLO

Sea un poligono O arbitrario de n vértices Q, orde-
nados positivamente. En el vertice Q,, ki{1,...,n} se ten-
dra el angulo interior a, (definido por tres vertices conse-
cutivos) y se puede definir en este punto el angulo exterior
b,=p-a,. Se conoce que:

n n

Zak=(n—2)7z Zﬂk=27r

k=1 k=1

Un poligono se dice convexo si todos los angulos
interiores a,_ son menores o iguales que p.

El area de un poligono se calcula (Bronstein y
Semendiaev 1973) por la férmula clasica:

Anc = [0 (Y, HY,) + o+ (XX )V, 1Y) + (X)*(YHY, 12

En particular el &rea de un triangulo se puede cal-
cular por:

AT = [(X]_-Xz)*(y1+y2) + (Xz-xg)*(y2+y3) + (X3'Xl)*(y3+y1]/2

Criterio PertenecePC:

Para determinar si un punto P pertenece al exterior
o al interior y frontera de la regién A limitada por un poli-
gono convexo PC hallamos A,y también hallamos las
areas A, de los n triangulos que forma el punto P al unirlo
con cada pareja de vértices consecutivos de PC. Si A__
es igual a la suma de los valores A, entonces se puede
afirmar que P pertenece al interior o a la frontera de A. Si
ademas alguno de los valores A, es 0 entonces P perte-
nece estrictamente a la frontera de A.

Si el poligono O que limita a la region A no es
convexo (PNC) entonces proponemos el siguiente algo-
ritmo:

1. Buscar el poligono convexo PC (que limita a una re-
gién B), formado por el subconjunto de puntos del
PNC tal que todos los puntos de PNC pertenezcan al
interior o0 a la frontera de la regién B. A la regién B se
le llama capsula convexa de los puntos del PNC. El
poligono PC puede obtenerse mediante el algoritmo
del angulo minimo (Legra y Puente, 1996).

2. Si el punto P esta en el exterior de B entonces tam-
bién estara en el exterior de Ay finaliza este algorit-
mo. En caso de que P esté en el interior o en la fronte-
ra de B, entonces continuamos ejecutando el paso 3.

3. Agregamos un nuevo punto Q_,, al conjunto Q,, Q,,
... ,Q, tal que todos sus componentes son iguales a
las del punto Q,. Podemos asumir en lo que sigue
que n=n+1.

4. Trasladamos todos los puntos a un nuevo sistema de
coordenadas con centro en P. Se obtienen los puntos

Q1, Q1,..., Q1 en el sistema de coordenadas O X1
Y1y se asume que la suma de los angulos con vértice
en el punto P y subtendido a dos lados consecutivos
del poligono es 0.

5. Parajigual 1,2,3, ..., n-1, hacer lo siguiente:
A. Hallar g, angulo que forma el segmento OQlj con
el eje OX1.
B. Rotar el punto Qlj+1 el angulo g y se obtiene el
punto Q2,, en el sistema O X2 Y2. A
C. Hallar a, angulo entre Q2j+1 y OX2, al[-p,p].
D. Hallar suma=suma+a.

6. Si suma=0° entonces el punto esta fuera del poligo-
no y si SUMA=360° entonces esta dentro.
Es obvio que el algoritmo solo se ejecuta totalmente
para los puntos interiores o fronteras de B por lo que
el volumen de célculo se hace menor.
Asimismo afirmamos que la complejidad del algorit-
mo y de los célculos es pequefia puesto que solo in-
tervienen operaciones sencillas y andlisis elementa-
les.
Una segunda forma de resolver este problema es me-
diante el siguiente algoritmo al que hemos llamado
algoritmo frontera-subfronteras:
Sea el poligono O (convexo 0 no) que tiene n vértices
ordenados positivamente y que limita a la region A.
Agregamos un nuevo punto Q_,, al conjunto Q,, Q,,
..., Q, de forma tal que todos sus componentes sean
iguales a las del punto Q, y asumimos que n=n+1.

Los n puntos Q de O estan ordenados segun cier-

to indice i=1, ... ,n.

1. Se busca el poligono PC (de puntos P) que limita a la
region B donde se cumple P(1)=P(k) y ademas he-
mos conservado los indices i.

2. Determinamos t subconjuntos Dj de O que forman las
entradas no convexas. Para ello verificamos en PC
cuando se produce salto en el indice.

3. Dado un punto P, se tiene que P pertenece al interior
o frontera de A si se cumple:

a. P pertenece a PC. Aplicamos el criterio Pertenece
PC.
b. Para todo j=1,...,t, se cumple que P no pertenece
al interior de D,. Puesto que Dj puede ser convexo
0 no convexo se aplica este mismo algoritmo de
manera recursiva.
Ejemplo:
Sea O = {Q1,Q02,....,Q14,Q1} y se determina
PC = {Q1,02,Q5,Q6,Q07,08,Q013,Q014,Q1}.
Es evidente que se tienen las entradas no con-
vexas.
D, = {Q2,Q3,04,Q5,Q2}
D, = {Q8,Q9,Q010,Q11;Q12,Q13,Q8}
Para determinar si P pertenece a O verificamos que:
a. P pertenezcaa PC.

b. P no pertenezca al interior de D,.
c. P no pertenezca al interior de D,,.

A modo de ilustracién para este ejemplo, veamos
el siguiente Grafico 1:
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GRAFICOL. Poligono O de 14 vértices

En el Anexo 1 se presenta un programa para
computadoras desarrollado en lenguaje Pascal, nétese
que a pesar de que en él se determina la pertenencia de
10 puntos al poligono del ejemplo anterior, las funcio-
nes PuntoDentroPC y EstaDentro son generales y se
pueden utilizar en cualquiera de nuestros programas en
lenguaje Pascal. Para la obtencién de los poligonos con-
vexos puede verse Legra y Puente, 1996.

El algoritmo desarrollado con el criterio
PertenecePC ha sido aplicado con éxito en la determi-
nacién del escombro y mineral extraido en la
Subdirecciéon de Minas de la Empresa Ernesto “Che
Guevara” de Moa, lograndose gran rapidez en los cél-
culos para levantamientos topograficos con grandes
volimenes de mediciones y considerando areas exten-
sas.

CONCLUSIONES

Los algoritmos presentados, que resuelven el pro-
blema planteado en el objetivo declarado en la introduc-
cion, han sido programados y en la practica se ha com-

probado que son eficientes cuando se analiza la perte-
nencia de un gran nimero de puntos al exterior o al inte-
rior y frontera de una regién limitada por un poligono
arbitrario ordenado que tiene también un alto nimero de
puntos. Vale recordar que durante la programacion se
tuvieron en cuenta los diferentes errores de redondeo,
operacionales, etc., que pueden provocar tomas de de-
cisiones equivocadas.
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ANEXO

Programa basico fuente en Lenguaje Pascal
del algoritmo frontera-subfronteras

© Lic. Aristides Alejandro Legra Lobaina, 30 de sep. de
1999, Moa, Holguin, Cuba

Elaborado para Turbo Pascal Versién 7.0 de Borland
International, In.

$M 65000,0,655360

Program AlgFSF;
Uses crt;

const Max = 100;
type
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Punto = array[1..2] of real,
Poligono = record
Q : array[1..Max] of Punto; {Coordenadas}
| - array[1..Max] of byte; {Indices}
n : word; {NUmero de Puntos }

end;
var O : Poligono;
Int : Boolean;
s,CualFrontera : Byte;
Prueba > array[1..10] of punto;

(Aqui se supone que se tiene un algoritmo para
hallar la frontera convexa del poligono O. En este caso
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se sigue el ejemplo visto en el desarrollo. Los indices de
X se heredan de O)
Procedure FronteraConvexa(O:poligono; Var
X:Poligono);
begin
case CualFrontera of
L:with X do
begin
n:=9;
Q[1,1]:=0.Q[ 1,1}, Q[ 1,2]:=0.Q[ 1,2];
I[1]:=0.1[1]; Q[ 2,1]:=0.QJ[ 2,1];
Q[2,2]:=0.Q[ 2,2]; 1[2]:=0.I[2]; Q[

3,1:=0.Q[ 5,1]; QI 3,2]:=0.Q] 5,2];
I[3]:=0.1[5]; Q[ 4,1]:=0.Q[ 6,1]; QI
4,2]:=0.QJ[ 6,2]; 1[4]:=0.I[6];

Q[5,1]:=0.Q[ 7,1]; QI 5,2]:=0.Q[ 7,2];
I[5]:=0.1[7]; Q[ 6,1]:=0.Q] 8,1];
Q[6,2]:=0.Q[ 8,2]; 1[6]:=0.1[8]; Q[
Q[ 7,2]:=0.Q[13,2];
I[7]:=0.1[13]; QI 8,1]:=0.Q[14,1]; QI
8,2]:=0.Q[14,2]; 1]8]:=0.1[14];
Q[9,1]:=0.Q[ 1,1];
I[9]:=0.1[15];
end;
2:with X do
begin
n:=5;
Q[1,1:=0.Q[ 1,1]; Q[ 1,2]:=0.Q[ 1,2];
I[1]:=0.1[1]; Q[ 2,1]:=0.QJ[ 2,1];
Q[2,2]:=0.Q[ 2,2]; I[2]:=0.1[2]; QI

7,1]:=0.Q[13,1];

Q[ 9.2]:=0.Q[ 1,2];

3,1]:=0.Q[ 3,1]; QI 3,2]:=0.QJ 3,2];
I[3]:=0.1[3]; Q[ 4,1]:=0.Q[ 4,1]; Q[
4,2]:=0.Q[ 4,2]; 1[4]:=0.I[4];
Q[5,1]:=0.Q[ 5,1]; Q[ 5,2]:=0.Q[ 5,2];
I[5]:=0.1[5];
end;
3:with X do
begin
n:=6;

Q[1,1]:=0.Q[ 1,1]; Q[ 1,2]:=0.Q[ 1,2];
I[1]:=0.1[1]; Q[ 2,1]:=0.QJ[ 3,1];

Q[2,2]:=0.Q[ 3,2]; 1[2]:=0.I[3]; QI

3,1:=0.Q[ 4,1]; QI 3,2]:=0.QJ 4,2];
I[3]:=0.1[4]; Q[ 4,1]:=0.Q[ 5,1]; Q[
4,2]:=0.QJ[ 5,2]; 1[4]:=0.I[5];
Q[5,1]:=0.Q[ 6,1]; QI 5,2]:=0.Q] 6,2];
I[5]:=0.1[6];
Q[6,1]:=0.Q[ 7,1]; QI 6,2]:=0.Q[ 7,2];
I[6]:=0.1[7];
end;
4:with X do
begin
n:.=4;

Q[1,1:=0.Q[ 1,1]; Q[ 1,2]:=0.Q[ 1,2];
I[1]:=0.1[1]; Q[ 2,1]:=0.QJ[ 2,1];

Q[2,2]:=0.Q[ 2,2]; I[2]:=0.1[2]; Q[

3,11:=0.Q[ 3,1]; QI 3,2]:=0.QJ 3,2];
I[3]:=0.1[3]; Q[ 4,1]:=0.Q[ 4,1]; Q[
4,2]:=0.Q[ 4,2]; 1[4]:=0.I[4];

end;
end;
end;
Function
PuntoDentroPC(P:Punto;PC:Poligono;var
Enlinterior:boolean):boolean;
var AreaP,AreaT,SumaAt: real;
i : byte;
begin
(Area del Poligono)
AreaP:=0;
for ;=1 to PC.n-1 do
areaP:=AreaP+(PC.QJ[j,1]-
C.Q[j+1,1])*(PC.QIj,2]+PC.QJj+1,2]);
AreaP:=abs(Areap/2);
(Areas de los Triangulos}
Eninterior:=true; SumaAT:=0;
for j:=1 to PC.n-1 do
begin
AreaT:=((P[1]-PC.Q[},1])*(P[2]+PC.Q[ j.2])+
(PC.QJj,1]-PC.QJj+1,1)*(PC.QI[
1,2]+PC.Q[j+1,2])+
(PC.Q[j+1,1]-
P[1])*(PC.Q[j+1,2]+P[2]))/2;
SumaAT:=SumaAt+abs(AreaT);
(Se descarta el lado que no pertenece a O)
if j<>PC.n-1) and (abs(AreaT)<0.0000001)
then Enlnterior:=false;
end;
if Abs(AreaP-SumaAT)<0.0000001 then
PuntoDentroPC:=true
else PuntoDentroPC:=false;
end;
Function EstaDentro(P:Punto;O:Poligono;var
Enlinterior:boolean):boolean;

var PC : Poligono;
D : array[1..10] of Poligono;
t,j,k : byte;
Ok,0a,0b : boolean;

begin

inc(CualFrontera);
FronteraConvexa(O,PC);
(Algoritmo para Obtener las Entradas No Con-
vexas de O)
(Analizando la ‘continuidad’ de los indices de
PC)
t:=0;
for j:=1 to PC.n-1 do
begin
if PC.I[j+1]-PC.I[]]>1 then
begin
inc(t);
(ndmero de datos)
D[t].n:=PC.I[j+1]-PC.I[j]*+2;
(Indices: Nuevos desde 1)
for k:=1 to D[t].n do DI[t].l[k]:=k;
for k:=1 to D[t].n-1 do
begin
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D[t].Q[k,1]:=0.Q[O.I[k+PC.i[j]-1],1];
D[t].Q[k,2]:=0.Q[O.I[k+PC.I[j]-1],2];
end;
D[t].Q[D[t].n,1]:=D[t].Q[1,1];
D[t].Q[DI[t].n,2]:=D[t].Q[1,2];
end;
end;
( Comprobacion ¢ Interior, Frontera o Fuera?)
Ok:=PuntoDentroPC(P,PC,EniInterior);
if Ok then
forj;=1totdo
begin
Oa:=EstaDentro(P,D[j],Ob);
( Dentro de Dj y solo en su Interior: signifi-
ca que esta fuera del poligono O)
if (Oa) and (Ob) then

begin
Ok:=false; break;
end;
end;
estadentro:=0k;
end;
Procedure IniciaDatos;
var k: byte;
begin
CualFrontera:=0;
with O do
begin
n:=15;
Q[1,1]:= 0; Q[ 1,2]:= 6;  Q[2,1]:= 1;
Q[2,2]:= 9; Q[3,1]:= 3; Q[3,2]:= 7;
Q[4.,1]:= 4; Q[ 4,2]:= 8; Q[5,1]:= 4;
Q[5,2]:=10;  Q[6,1]:= 6; Q[6,2]:=10;
Q[7,1]:=10; Q[ 7,2]:= 7; Q[8,1]:= 9;
Q[8,2]:= 2;  Q[9,1]:= 8; Q[9,2]:= 3;
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Q[10,1]:= 8; Q[10,2]:= 5; Q[11,1]:= 5;
Q[11,2]:= 5; Q[12,1]:= 5; Q[12,2]:= 2;
Q[13,1]:= 7; Q[13,2]:= 0; Q[14,1]:= 1;
Q[14,2]:= 3; Q[15,1]:= 0; Q[15,2]:= 6;
for k:=1 to n do I[k]:=k;
end;
end;
(Parte Principal del Programa)
begin

Prueba[1][1]:= 3; Prueba[l][2]:= 5; Prue-
ba[2][1]:= 0; Prueba[2][2]:= O;
Prueba[3][1]:=10; Prueba[3][2]:=10; Prue-
ba[4][1]:= 9; Pruebal4][2]:= 6;
Prueba[5][1]:= 8; Pruebal5][2]:= 1; Prue-
ba[6][1]:= 0; Pruebal6][2]:= 6;
Prueba[7][1]:= 5; Prueba[7][2]:=10; Prue-
ba[8][1]:= 3; Prueba[8][2]:= 9;
Pruebal9][1]:= 6; Pruebal9][2]:= 4; Prue-
ba[10][1]:= 5; Prueba[10][2]:= 4;
clrscr;
writeln(‘Demostracién del Algoritmo Frontera -
Subfronteras para conocer *);
writeln(‘la pertenencia de un punto al interior de
una regién poligonal.”); writeln;
for s:=1 to 10 do
begin
IniciaDatos;
write(‘(‘,Prueba[s][1]:6:2,",",Pruebals][2]:6:2,")");
if EstaDentro(Prueba(s],O,Int) then writeln(*
Esta Dentro’)
else writeln(* No Esta Dentro’);
end;
writeln;
write(‘Oprima ENTER..."); readIn;
end.



