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SOLUCIONES APROXIMADAS DEL PROBLEMA 
DEL MOVIMIENTO TURBULENTO DE FLUIDOS 
HETEROGENEOS, VISCOSOS E INCOMPRESIBLES 

RESUMEN 

En el trabajo se obtienen soluciones aproximadas del pro­
blema del flujo de l!quidos con part!culas sÓlidas en 
suspensiÓn a partir de las ecuaciones generales del movi­
miento turbulento de Reynolds, para lo cual se ha consi­
derado el flujo como un movimiento simultáneo de capas de 
lÍquidos homogéneos de diferentes densidades en el que se 
conserva la continúidad de la funciÓn promediada de la 
velocidad en toda la vertical. 

Con la ayuda de la teor!a matematica dimensional se obtiene 
un perfil logarítmico desplazado para la distribuciÓn de . 
las velocidades promediadas en la secciÓn transvers~l del 
flujo, y en particular para el movimiento de lÍquidos 
heterogéneos con una superfici~ libre, y sobre est~ base 
ee determina el gasto. 

Puede obtenerse un perfil similar mediante las teorías 
eemiempÍricas de turbulencia. 

lo el trabajo se analizan también las ecuaciones exactas 
dtl movimiento de l!quidos heterogéneos. 

•vista Minerla y Geología, 1-84 
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Y.!.K. 532.7:532.2/.4 (729.1) 

IIP~ PEUIE:HHH 3AJl!llH TYPEYJI.EHrHOrO P:rnJEIIrH HEQIUIOPQIUIOill:, 

BH3Kilil, ~ilil DllKOCTH 

Pes:aa:e 

B ,Ita.HHO:i pa6<>Te DOJIYlleBH upH6.mmemme pemeHWI Sa.Tta'I'DI Hcrreqemm 

D,ItROC'l'lii 00 BSBemeBBHBm 'l'Bep,ItLIMiii qaCTmtSMH Ha OCHOB.e OÓIItBX 

ypa:aHemrli TYP6yJieH'l'Horo ,ItB:uemm Pe:iHo.m:.,ll;ca, ·JUUI qero DO'l'Oit 6HJI 

DpiiHR'l' ItaR Oli;HOBpeMeHHOe ,ItB:DeHlii8 CJIOeB Oli;HOpO,ItHHX lBliili;ROCTlii 

pasma: DJIO'l'HOCTe:i, B KOTOpCI\4 CoxpaHJI8TCS: HeDpepHBHOCT:D ~ 

ocpeli;HeHBHX cxopocTel uo BepTli!KaJI:DHOMY ceqeHliiD. 

C DCJ40111I>Il MaTeMa'l'lN8CKO:Ü TeOpHH pasMepHOCTeii DOJIYlleH C,ll;llliiHYTHi! 

JiorapB({mrqecltlrll: upc$rJil. JUUI pacupell;eJiemm ocpeli;HeHBHX cxopocTeii 

B DODepeliHCI\4 ceqeHllllii DOTOKa lll, B qaCTHOCTlii, li;Jm ,ItBDeimli HeO,li;HQ­

pO.li;Hlm lBliili;ROCTeii 00 CBOÓO,li;HO:i DOB8pxHOCT:&Il. Ha STOi\ OCHOBe ÓHJI 

onpe,ll;eJieH paCXO,ll;o 

K 8HaJIOrH"nia..y' Dp~ MOEHO DO,li;O:i'l'lii liiCXO,ItH liiS DOJIY3Mmlpl1111ecKolt 

TeOPBlll rryp6yJieH'l'HOC'l'Ho 

B pa60Te, Tazute, upOBe.IteH xpaTKlllii SHaJIHs '101mLIX ypa:aHem .ItBHJite­

mm HeO,li;HOpO,li;HO:i lBliili;ROC'l'lllo 
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SOLUCIONES APROXIMADAS DEL PROBLEMA 

DEL MOVIMIENTO TURBULElfTO DE FLUIDOS 

HETEROGENEOS, VISCOSOS E INCOMPRESIBLES 

Ing. Rafael Pérez Barreto, Candidato a Doctor 
Profesor Titular del IS1~oa 

La soluciÓn exacta del problema del movimiento turbulento 
de fluidos viscosos e incompresibles no existe. Se han 
obtenido expres'iones logar:Ítmicas para la distribuciÓn de 
las velocidades medias en las secciones transversales cir­
culares de flujos de l:Íquidos homogéneos que permiten, 
consecuentemente, determinar el gasto, concuerdan con 
bastante aproximaciÓn con los datos experimentales cuando 
se eligen adecuadamente las magnitudes constantes y man­
tienen su valor práctico independientemente de la incon­
sistencia fÍsica de las suposiciones mediante las cuales 
fueron halladas.. Tiene especial importancia metodolÓgica 
y también valor práctico esta misma soluciÓn para flujos 
con una superficie libre. 

Posteriormente estos resultados se han obtenido con la 
ayuda de la teoría matemática dimensional o con procedi­
mientos de la mate~ática estadÍstica (1] , lo que evita 
la necesidad de suposiciones fÍsicas de fundamentaciÓn 
discutible. 

En el presente trabajo se obtienen soluciones aproximadas 
del problema del flujo de lÍquidos heterogéneos a partir 
de las ecuaciones generales del moviiniento turbulento de 
Reynolds y en el caso particular de flujos con una super­
ficie libre y se analizan brevemente las ecuaciones del 
movimiento turbulento de lÍquidos con partículas sÓlidas 
en suspensión. 
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En el caso de lÍquidos heterogéneos el esquema de flujo 
turbulento se complica aún más por la presencia de partí­
culas sÓlidas en suspensiÓn, y para obtener soluciones 
a partir de las ecuaciones de Reynolds se hace necesario 
introdttcir admisiones qtte simplifiquen el sistema lo que 
les da el carácter aproximado a las mismas [2] • 

En el movimiento de pulpas con velocidades cercanas a la 
crÍtica, las partÍculas sÓlidas suspensas en el torrente 
lÍqttido se distribuyen irregularmente en su secciÓn . 
transversal. Reiteradas observaciones demuestran que en 

. est_os flujos se formán capas de diferentes densidades 
cuyos límites son fáciles de determinar: d~penden del 
tipo, forma . y tama~o del material transportado y también 
de la concentraciÓn y velocidad media de la mezcla en 
movimiento. 

Si las part:Íoulas sÓlidas se distribuyen estacionariamente 
los procesos de · caÍda incesante y de ascenso transversal 
de las mismas se compensan mutuamente. En este caso el 
flujo se puede considerar un mov~iento simultáneo de 
capas de lÍquidos de diferentes densidades. Al mismo 
tiempo se conserva la continuidad de la funciÓn promediada 
de la nlocidad en toda la vertical del torrente' es decir, · 
estas zonas están tan ligadas entre sí que sus velocidades 
promediadas en la lÍnea de separaciÓn son iguales. Para 
esto deben cumplirse las siguientes condiciones: 

donde: 
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ui • ui+1 

. aui 
~ --ai • Ki+1 

- valores promediados de las velocidades de 
las distintas capas de lÍquidos 

(1) 

- lÍnea de separaciÓn de las capas 

- constantes para cada capa . 

donde: 

Ci - coeficiente de KARMAN 

Ai - constante que dete~ina la continttidad de la funciÓn 
de la velocidad de la lÍnea de separaciÓn 

Vi - velocidad dinámica para cada 9apa 

De esta forma el movimiento que se analiza se considera . 
como un flujo estratificado de lÍquidos de distintas 
densidades, los cuales con cierta aproximaciÓn se pueden 
considerar homogéneos en el interior . de cada capa. Esta 
suposiciÓn se confirma en la práctica, donde los lÍmites 
de las capas se pueden establecer a partir de la curva 
exper:Lmentai de la distribuc.iÓn de la concentraciÓn. 

Suponiendo que el movimiento medio es: 

1- rectiiíneo, entonces: 

2- plano, entonces: 

3- estacionario, entonces: 



.Además, si se supone un campo de pulsaciones plano para­
lelo, al igual que pera los lÍquidos homogéneos, se tiene: 

donde: 

' W -o i= 
t 

;a:!._ 
az -o 

u.>; U' ; V' - proyecciones d 1 e vector de la velocidad 
de pulsaciÓn 

x; y; z - coordenadas medias del sistema de cálculo 

En este caso se anulan seis de los nueve componentes del 
tensor de tensiones pulsatorios. 

Además, si se despre~ia la acciÓn de las fuerzas de masa 
teniendo en cuenta las admisiones anteriores y actuando 
de le .misma forma que se hace para un lÍquido homogéneo[4] 
se obtiene un siste a d · · · · • m e ecuac2ones d1ferenciales del 
movimiento promedio para fluidos heterogéneos: 

{2) 

donde: 

aPix • . aPu _ 
· a X t "::>y ca:Ída promed1"0 de · ' ~ pres1on en los ejes x, y 

para cada i-capa 

~i - coeficiente de viscosidad absoluta de la 
mezcla 

Ui - velocidad media de cada i-capa del flujo 

- componentes medios del tensor de tensiones 
de cada i-capa 

Ádmitiendo que las pulsaciones tangenciales son constantes 
en el interior de cada capa. lo que se ha confirmado expe­
rimentalmente para lÍquidos homogéneos [1), entonces, 
para regiones suficientemente alejadas de las paredes, 
donde se puedan despreciar las fuerzas de viscosidad, de 
la primera ecuaciÓn del sistema (2} se obtiene: 

(3} 

donde: 

ti - tensiÓn tangencial media, constante para cada capa 

Resolviendo el sistema de ecuaciones (3} se obtiene un 
grupo de expresiones lineales para las tensiones tangen­
ciales de cada capa 

donde: 

1 c1 - constante de integraciÓn dentro de cada capa 

Para esto se admitiÓ que la caÍda de presiÓn media dentro 
. , . . 

de cada capa depende .solo de la ordenada Y. Esta conclu-
sión resulta del segundo grupo de ecuaciones del sis­
tema (3}. 

Por otra parte: 

(4} 
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donde: 

Pi - densidad de la mezcla en cada capa 

Yi - viscosidad cinemática en cada capa 

Uir Vi - proyecciones de las pulsaciones de las velo­
cidades medias en los ejes x, y 

Para regiones suficientemente alejadas de las paredes: 

entonces: 

{5) 

Para esto se admitiÓ la cont~nuidad del campo de pulsaciÓn 
de las velocidades en toda la secciÓn del flujo, as{ como 
la igualdad de las pulsaciones en las lÍneas de separaciÓn, 
al igual que se hizo para las velocidades medias (1). 

La soluciÓn general del sistema de ecuaciones (5) se 
puede repres~ntar a través de las funciones de la veloci­
dad f(Ui)' entonces: 

Tratemos de obtener las funciones f(Ui) con la ayuda del 
cálculo dimensional. Teniendo en cuenta que en las regio­
nes suficientemente alejadas de las paredes los cambios de 
la velocidad media no dependen de la viscosidad, por tanto 
ellas deben ser funciones de los parámetros t'

0
i; Pi; y, 

entonces: 
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donde: 

~oi _ tensiones tangenciales en las lÍneas de separaciÓn 

o en las paredes 

Hallando la relaciÓn que conserve las condiciones dimen­
sionales, se obtiene el siguiente sistema: 

(6) 

integrando el sistema (6) se obtiene: 

.D. 

Ui(y) .. I 
1•1 

(7) 

al d la Constante Ai v Bi tenemos de {1) Para hallar el v or e ~ 

ui(y) .. ui+1 (y) 

ci . () ui (y) ci+1 
1'1'1 ?JY • xi+1 vi+1 l (8) 

además, cuando 

(9) 

donde: 

S _ altura de la capa lÍmite 

Además, es necesario una magnitud lineal característica, 
la cual en el caso del movimiento de lÍquidos con una 
superficie libre sería la profundidad del flujo H, 

entonces: 
(10) 
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y= H 

de (10), (9), (8) y (7) se obtiene: 

En las regiones cercanas a la pared lisa cuando y~ .; se 
tiene: 

entonces de (11) y (4) se tiene: 

aui oY • const 

integrando (12) en la regiÓn O~ y~ Ó se obtiene la 
expresiÓn: 

( 11) 

(12) 

La relaciÓn (13) es bien conocida y se ha utilizado con el 
fin de obtener el valor de las constantes contenidas en el 
sistema de ecuaciones (7). 

Teniendo en cuenta 
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(13) para la regiÓn O~y~H se obtiene: 
2 v1 A1 = -:1 8 + zr; v1 (n y + Bi 

T 1 i 

En el caso del !lujo con una superficie libre es fácil 
determinar el gasto en la regiÓn 

n 

Q • L /) ni <Y> dy dx 

i•O 

es decir: 

n 

!
8 2 

v1 A {n y 
( i V + B )oy 

ci i 
Q • 

o ~1 

de donde, integrando se obtiene: 

V 2 
Q• y eS+ 

1 

+ 

La velocidad media del !lujo será: 

es decir: 

V 2 n 
Ü. • :nt

1

1 ~ +J. · L ~ ( h 1 {n hi- h (n hJ.._1 ) + 
Y1.. n i=1 vi i-1 

En la deducciÓn de la expresiÓn (7) no se utilizarán las 
magnitudes características que siempre se tiene en los 
casos de movimiento de canales y conductores. 
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En el movimiento estacionario en tubos o canales lisos 
cualquier velocidad del flujo se determina por el gradiente 
de presiÓn. De tal manera la velocidad promediada en la 
capa dependerá de los parámetros 't'o; !; -p; y; H - magnitud 
característica que puede ser la · profundidad de.J.. !lujo 
o el radio del tubo y además depende de algunas de las 
velocidades conocidas. Por analogÍa con la misma deduc­
ciÓn para lÍquidos homogéneos (1) tomamos la velocidad 
dinámica como parámetro determinado por el gradiente de 
presión, entonces: 

(14) 

Al igual que para lÍquidos homogéneos el perfil de la 
velocidad media se determina como función de dos varia­
bles. En el caso de grandes valores de H, en zonas sufi­
cientemente alejadas de las paredes, se pueden despreciar 
las fuerzas . de viscosidad. En este caso la variaciÓn del 
gradiente de velocidad tendrá lugar por la siguiente ley: 

tq' <i> (15) 

~ - funciÓn de una variable 

Integrando la expresiÓn (15) en los l!mites de hasta y • H 

se obtiene: 

( 16) 

donde: 

U
0 

- valor de la velocidad cuando y • H 
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El sistema de ecuaciones (16) tiene la misma forma que las 
expresiones individuales para el lÍquido homogéneo, es 
decir, la ley de defecto de velocidades. Por esto utili­
zamos sin análisis el mismo método para hallar la !unciÓn 
f <i> que se. utilizÓ para lÍqui-dos homogéneos ( 1); enton­
ces la ley de defecto de velocidades para lÍquidos hete­
rogéneos tendrá la forma: 

n u o - ui (y) n A V ¿ =- .L . . i i (n ft +B. (17) 
i=1 i i=1 "0"1 . J. 

Para hallar las magnitudes constantes Ai y Bi• utilizamos 

las siguientes condiciones límites: 

(y)] 

cuando: (18) o 

uo- u, (y) u o 2ó 
y .. ~ 

~1 -V 

vi .. v1 - \}, 

u - ui (y) 
y • H o • o 

n 

De (17) y (18) se obtiene: 

uo ~, - v,2 d 
A1 .. B1 -

v1 -J 1 (n j-
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Si en calidad de control se supone: 

P 1 • P 2 • PJ • • • • • P n 

entonces: 

y se obtiene una expresiÓn ratificada en mÚltiples ocasio­
nes por la práctica, para la distribuciÓn de las veloci­
dades mediatizadas en la secciÓn del flujo de lÍquidos 
homogeneos. 

Este mismo perfil logarÍtmico desplazado tambien se puede 
obtener mediante las teor!as semiemp!ricas de turbulencia. 

En efecto, dentro de cada capa, la soluciÓn de la ecua­
ciÓn (3) tendrá la siguiente forma: 

'[" i "" t"oi <1 - i> 
Admitiendo que Pxx es constante dentro de cada capa 

Pixy • ~oi <1 - i> 
De acuerdo con Prandtl, para lÍquidos homogéneos: 

(19) 

(20) 

ExpresiÓn que podemos aplicar dentro de capa, ya que admi­
timos que en estos lÍmites fluye lÍquido homog~neo. 

De la (19) y (20) se obtiene: 

2 C>Ui 2 '3.. 
Pi ti <ar> • 't'oi <1 - n> 

donde: 

pi - longitud del recorrido de mezcla 

H - magnitud característica del flujo 
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(21) 

~i se utiliza la expresiÓn de Karma.n para el "recorrido libre" 

~ui 

Ki • Ci -.....~~¡sl"'Y'---­
~ ""2 ui 

¡,'y2 
De (21) y (22) se tiene: 

Simbolizamos: 

ci 
V": • Di 

i 
La soluciÓn del sistema (23) tiene la forma: 

(22) 

(23) 

U = ¿ *- { ;B
1 
H [ ¿- fn ( N + 2~~H)] + V 1 - t + Bi } 

(24) 

La cant1dad de coeficientes dependerá del núméro de capas 
de l!quido. Estos coeficientes se pueden determinar con 
la ayuda de las siguientes condiciones lÍmites: 

Cuando: 

y "" o 

Cuando: 

y = H Un = Uo 

Cuando: 
(25) . 

ui • uiH 
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Sit11ando la ~xpresiÓn (25) en (24) se obtiene: 

A1 • 2 Di H B • U0 - 1 

Di { "i + 1 [ ¡-¡;¡ Ai + 1 ] fhi J Di Bi • ( 1 - ~) 2 b . H 1 - {11 <V 1 - 1f + 2 b h) +1/ 1·-"!t + r.-- Bi + 1 
1+1 1+1 . 1+1 1 . 1+1 

donde: 

U0 - velocidad cuando y • H 

Todos los perfiles obtenidos tienen carácter logar!tmico 
y no se diferencian significativamente entre sí. C11ando 
fluye lÍquido homogéneo, cada sistema {7), (17) y (24) se 
reduce a una ecuaciÓn que coincide con las conocidas 
expresiones para lÍquidos newtonianos. 

El carácter de curvas del movimiento medio obtenidas con 
la ayuda de estos sistemas de ecuaciones dependerá de las 
propiedades fÍsico-mecánicas de cada capa en particular 
y la continuaciÓn entre sí. 

El factor determinante principal, además del coeficiente 
de Karman, evidentemente será la densidad. 

Hemos obtenido soluciones aproximadas del problema del 
movimiento turbulento de lÍquidos heterogéneos con la 
ayuda de la teor!a dimensional o a partir de las ecuacio­
nes generales del movimiento turbulento de Reynolds. Sin 
embargo, existe el criterio que el sistema de ecuaciones 
más completo que describe el movimiento turbulento de 
lÍquidos heterogéneos (3] son la ecuaciones de Frankl. 
Por esto tiene gran interés el análisis de las ecuaciones 
del movimiento de lÍquidos ·~on partículas sÓlidas en sus­
pensiÓn, con el objetivo de hallar posibles soluciones 
a este problema. 
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Si se analiza la hidromezcla. como medio continuo con pro­
piedades promediadas, entonces la expresiÓn Pst J< 1-s) 
para la densidad dentro de las part:Ío11las sÓlidas 'Y del 
l!quido se p11ede sustit11ir por las densidades medidas de 
las hidromezclas P m• 

En este caso se puede admitir que la concentraciÓn tendrá 
un valor medio en un volumen dado; entonces las dinámicas 
de los lÍq11idos tomarán la siguiente forma: 

(26) 

(~7) 

donde: 
proyecciÓn de la velocidad instantánea 
lÍquido en loa ejes de coordenadas XKJ 
K= 1, 2, 3 

del 

UKs - lo mismo para el componente sÓlido 

- fuerza de masa para el componente sÓlido 
y para el lÍquido, respectivamente 

n iKs; n iK - tensores de tensiÓn para ambos componen­
tes 

3 

S L 
K=1 

- fuerza promediao.a de resistencia del 
lÍquido al movimiento en las part!­
culas sÓlidas 

p
8

; p - densidades de las masas del componente 
sÓlido y l{quido, respectivamente 

cPik. - fuerza de Arqufmedes promediada provocada 
~ por las tensiones microscÓpicas promedia-

215 



das y que actúan sobre las partÍclllae 
sÓlidas contenidas en la unidad de 
volumen 

t - tiempo 

Sumando y div!diendo entre dos el sistema de ecuaciones 
(26 y (27) se obtiene el siguiente sistema: 

3 

~ UK) 

3 
- "piK (~ + ¿ Pmui .. - ¿ 

K:o1 K=1 
s--a-IK-

(28) 
3 

aniKs ¿ + Pm Xi 2lx K=1 K 

Si, además, se sustituyen las magnitudes que integran el 
sistema por sus valores y se efectúan pequeñas transfor­
maciones y ad.:11itiend.o que las relaciones lineales entre 
los tensores de tensiÓn y la velocidad de deformaciÓn se 
mantienen válidas en el movimiento turbulento de un medio 
bi!Ísico, exactamente igual que esto se hace para lÍquidos 
homogéneos en el trabajo (J], entonces el sistema (28) en 
forma desarrollada tendrá la siguiente forma: 

P Ay - O p + S ff "Uy ~ pTV O pvv O pyz • m - S ~X ~ + ~ + ~ + 
e;¡ ()X pY ;)z 
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Como se ve el sistema (29) se diferencia de las ecuacio­
nes diferenciales del movimiento tnrblllento de lÍquidos 
homogéneos de Reynolds sÓlo por la presencia de la con­
centraciÓn volumétrica media introducida por Frankl. 

Actuando como en el . caso anterior por el movimiento lineal 
plano y estacionario con un campo pleno paralelo de plllsa­
ciones y admitiendo tensiones constantes de pulsaciÓn den­
tro del volumen de lÍquido homogéneo de (28) se obtiene 
para cada capa las siguientes expresiones: 

Pero como la concentraciÓn volumétrica promediada es una 
magDitud &dimensional y constante para cada hidromezcla 
o capa, ella está contenida en los coeficientes &dimen­
sionales de los sistemas {7), (17) y (24). 

De tal forma obtenemos las mismas soluciones del problema 
del movimiento de lÍquidos heterogéneos, independiente­
mente de si partimos del sistema de ecuaciones de Reynolds 
o de las ecuaciones exactas del movimiento de lÍquidos 
por partÍolllas sÓlidas en suspensiÓn •. 

En el caso. que e.l movimiento. de partÍclllas muy pequeñas 
suspensas en flujos de lÍquidos tiene lugar con tales 
velocidades que· no se forman capas en la secciÓn del flujo, 
se obtiene el perfil de .velocidades de lÍquidos homogé­
neos. Es decir, la expresiÓn para la distribuciÓn de las 
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velocidades contiene la concentraciÓn volumétrica además 
de la constante de Karr.tan, y restantes, magnitudes &dimen­
sionales. 

En conclusiÓn, se ha obtenido con la ayuda de la dimensio­
nalidad el perfil logarítmico de las velocidades prome­
diadas en la secciÓn del flujo turbulento de lÍquidos 
heterogéneos. Este mismo perfil se ha obtenido a partir 
de la teoría semiempÍrica de turbulencia. 

Si se analiza la hidromezcla como medio continuo con pro­
piedades promediadas, entonces las ecuaciones promediadas 
del movimiento de lÍquidos heterogéneos de Frankl conduce.n 
a las ecuaciones de Reynolds co.n la 'única diferencia que 
el término determinado por las fuerzas de presiÓn y vis­
cosidad resulta multiplicado por la concentraciÓn media. 
Si en caso contrario se analiza la hidromezcla como ', un 
sistema de dos fases cuyo movimiento se describe matemá­
ticamente con diferentes ecuaciones para cada fase, 
entonces estas ecuaciones no tienen en la actualidad apli­
caciÓn práctica. 
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ANALISIS DEL PROCESO DE MOLIENDA 
EN LA EMPRESA "COMANDANTE RENE RAMOS LATOUR" 
Y POSIBILIDADES DE AUMENTO DE SU CAPACIDAD 

RESUMEN 

En el presente trabajo se analiza el régimen de flujo de 
minerales en las unidades de molienda de la planta vieja 
de la empresa "Comandante René Ramos Latour" y se esta­
blece su infiuencia en el trabajo de las unidades. Sobre 
la base de los resultados obtenidos se propone una variante 
que al estabilizar el flujo aLimente la productividad y le ­
de un carácter más racional al esquema con modificaciones 
relativamente simples. 
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