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SOLUCIONES APROXIMADAS DEL PROBLEMA
DEL MOVIMIENTO TURBULENTO DE FLUIDOS
HETEROGENEOS, VISCOSOS E INCOMPRESIBLES

RESUMEN

En el trabajo se obtienen soluciones aproximadas del pro=-
blema del flujo de lfquidos con partfculas sdlidas en
suspensicdn a partir de las ecuaciones generales del movi-
miento turbulento de Reynolds, para lo cual se ha congi-
derado el flujo como un movimiento simulténeo de capas de
l{quidoa homogéneos de diferentes densidades en el que se
conserva la continuidad de la funcidn promediada de la
velocidad en toda la vertical,

Con la ayuda de la teorfa matemdtica dimensional se obtiene
un perfil logar{tmico desplazado para la distribucidn de
las velocidades promediadas en la seccion transversal del
flujo, y en particular para el movimiento de 1{quidos
heterogéneos con una superficie libre, y sobre esta base

#e determina el gasto,

Puede obtenerse un perfil similar mediante las teorfas
semiempiricas de turbulencia,

En el trabasjo se analizan también las ecuaciones exactas
del movimiento de 1fquidos heterogéneos,
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[PUSIVEEHHHE PEIEHVA SATAUM TYPEYJIEHTHOI'O PEIEHWA HEONHOPOHHO#,
BASKOA, HECEIMAEMOA WOGI‘H

Pesmue

B mammol padoTe NOIyUeHH NpEGIMESHHHe DONSHEA SAJATH ECTEUSHES
XMEKOCTE CO BSBOMOHHHME TBEDINHME JACTHIAME HS OCHOBE OCIMX
ypaBHenm# TYpGyNEHTHOrO NBUXeHuS PeflHONBICa, AT 9eT0 HOToK Gix
OpEEAT Kak ONHOBPEMEeHHOE IBUXSHHE CJIOEB ONHODONHHX XHIROCTH.
pPasHHX IUfoTHocTel, B KOTODOM COXpAaHAeTCH HeIpepHBHOCTS QyHImma
OCPefHEEHHX CKOPOCTE# 0 BEPTHEANGHGMY CEUCHED,

C moMomen MaTeMaTmdecKOH 'reopnﬁ pasMepHocTell MONyIeH CHBHHYTHR
JoTapaivIueckull TPODWIE A pAcUpeNeNeHRs OCPeNHEHHEX CKOpocTeh
B NONEepeYHOM CEYeHHH IOTOKA ¥, B YaCTHOCTH, W4 IBMESHHS HEONHO-
pomuHx xmmrocrefl co cBodomHolf moBepxHOCTED. Ha 9TOH OCHOBE OHI
OmpeneNEH Pacxom. '

K anamormyHoMy MpofMum MOXHO HONOCHTE HCXONE M3 MOJNY3MIMDEYECKOR
Teopm# TYpOYJEHTHOCTH. :

B paGore, Takxe, OpoBeleH KpaTRuil aHaMM3 TOYHHX ypasHeHER IBIDXe-
HEA HeOXHODPONHOH RMIKOCTH.

SOLUCIONES APROXIMADAS DEL PROBLEMA
DEL MOVIMIENTO TURBULENTO DE FLUIDOS
HETEROGENEOS, VISCOSOS E INCOMPRESIBIES

Ing. Rafael Pérez Barreto, Candidato a Doctor
Profesor Titular del ISMiMioa

La solucicn exacta del problema del movimiento turbulento
de fluidos viscosos e incompresibles no existe, Se han
obtenido expresiones logar{tmicas para la distribucida de
las velocidades medias en las secciones tranaversales cir-
culares de flujos de 1{quidos homogéneos que permiten,
consecuentiemente, determinar el gasto, concuerdan con
bastante aproximacidn con los datos experimentales cuando
se eligen adecuadamente las magnitudes constantes ¥y man-
tienen su valor préctico independientemente de la incon~
sistencia fisica de las suposiciones mediante las cuasles
fueron halladas, Tiene especial importancia metodologica
y también valor practico esta misma solucidn para flujos -
con une superficie libre,

Posteriormente estos resulteados se han obtenido con la
ayuda de la teorfa matematlca dimensional o con procedi-
mientos de la matemdtica estadfstica [1], lo que evita
la necesidad de suposiciones fisicas de fundamentacidn
discutible. '

En el presente trabajo se obtienen soluciones aproximadas
del problema del flujo de 1fquidos heterogéneos a partir
de las ecuaciones generales del movimiento turbulento de
Reynolds y en el caso particular de flujbs con una super-
ficie libre y se analizan brevemente las ecuaciones del
movimiento turbulento de 1lfquidos con particulas s6lidas
en suspensidn.
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En el caso de 1{quidos heterogéneos el esquema de flujo
turbulento se complica aun més por la presencia de part{-
culas solidas en auapansién, ¥y para obtener soluciones

a partir de las ecuaciones de Reynolds se hace necesario
introducir admisiones que simplifiquen el sistema lo que
les da el cardcter aproximado a las mismes [2] .

En el movimiento de pulpas con velocidedes cercanss a la
‘or{tica, las part{culas solidas suspensas en el torrente
1{quido se distribuyen irregularmente en su seccidn
transversal. Reiteradas observaciones demuestran que en
~estos flujos se forman capas de diferentes densidades
cuyos limites son fédciles de determinar: dependen del
tipo, forma y temafio del material transportado y también
de la concentracidn y velocidad media de la mezcla en
movimiento,

8i las particulas solidas se distribuyen estacionarismente
los procesos de cafda incesante y de ascenso transversal
de las mismas se compensan mutuamente. En este caso el
flujo se puede considerar un movimiento simulténeo de
capas de 1{quidos de diferentes densidades. Al mismo
tiempo se conserva la continuidad de la funcion promediada

de la velocidad en toda la vertical del torrente, es decir,:

estas zonas estdn tan ligadas entre s{ que sus velocidades
promediadas en la 1fnea de separacién son ignales, Para
esto deben cumplirse las siguientes condiciones:

Ui ™ Ve

. an BU1+1 en i;i+1
=35y 54 37— (1)

donde:

Uys Ui+1 = valores promediados de las velocidades de
lag distintas capas de 1{quidos

Lysgq ~ 1{nea de separacidn de las capas

Kis144 - constantes para cada capa
e §
-rr
Ki i1
donde :

01 - coeficiente de KARMAN

- constante que determina la continuidad de la funcidn

A
i ,
de la velocidad de la 1{nea de separacion

vy = velocidad dindmica para caeda capa -

De esta forma el movimiento que se analiza se cqnsidera
como un flujo estratificado de 1fquidos de distintas
densidades, los cuales con cierta aproximacion se pueden
considerar homogéneos en el interior de cada capa. Esta
suposicidn se confirma en la préctica, donde los lfmites
de las capas se pueden establecer a partir de la curvae
experimental de la distribucidn de la concentracidn.

Suponiendo que el movimiento medio es:
1= rectilfneo, entoncesf
UixEU:,L;'UiyEO; Uiz-__"'o
2- plano, entonces:
2%
3= estacionario, entonces:

21U
SEE0 U = U



Ademas, si se supone un campo de pulsaciones plano para-
lelo, al igual que para los 1{quidos homogéneos,

se tiene:
¥ ]
' - ayy ; -
i = 55 20 2l =so

donde :

] t
W; U3 V - proyecciones del vector de la velocidad
de pulsacion

X3} ¥3 2 = coordenadas medims del sistema de cdlculo

En este caso se anulan seis de los nueve componentes del

tensor de tensiones pulsatorios,

Ademds, si se desprecia la accidn de les fuerzes de masa
tenlendo en cuenta las admisiones anteriores y actuando

de le misma forme que se hace para un 1{quido homogéneo[ 4]
se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales del
movimiento promedio para fluides heterogéneos:

-

aPixz 32“1 2Fixx |, 2Py

= Hi ~35 + 5% * 5%

_ . (2)
eF 2P 2P
iy 2% ixy
EXG 2z T T3y J
donde : '
2F, 2F;

9% 55 = cafda promedio de presidn en los ejes X, ¥
bare cade i-capa

}41 = coeficiente de viscosidad abaoluta de la
mezcla

Uy - velocidad media de cada i-capa del flujo

-~ componentes medios del tensor de tensiones
de cada i-capa :

Pixxs ?ixy

Admitiendo que las pulsaciones tangencieles son constantes
en el interior de cada capa, lo que se ha confirmado expe-
rimentalmente para 1{quidos homogeneos [1], entonces,
para regiones suficientemente alejadas de las paredes,
donde se puedan despreciar .las fuerzas de viscosidad, de
le primera ecuacidn del sistema (2) se obtiene:

27 oxX -

donde :
T, - tensidn tangencial media, constante para cada capa
Regolviendo el sistema de ecuaciones (3) se obtiene un

grupo de expresiones lineales para las tensiones tangen-
ciales de cada capa

2F
ix !
'Cil! 3% ‘y+Ci

donde:

Ci - constante de integracidn dentro de cada capa

Para esto se admitid que la cafda de presidn media dentro
de cada capa depende_sélo de la ordenada Y, Esta conclu-
gion resulta del segundo grupo de ecuaciones del sis=-
tema (3).

Por otra ﬁarte:

Uy T
Gl Visz - Py 1°4 )



donde:
Pi -~ densidad de la mezcla en cada capa
Yy = viscosidad cinemdtica en cada capa

Ui; ?i = proyecciones de las pulsaciones de las velo-
cidades medias en los ejes x, ¥y

Para regiones suficientemente alejadas de las paredes:

U
3
PiVi 55 =0

entonces:
'Ci. o - Pi Uivi (5)

Para esto se admitid la continuidad del campo de pulaacién
de las velocidades en toda la seccion del flujo, as{ como
la igualdad de las pulsaciones en las 1{neas de aaparaoién.
al igual que se hizo para las velocidades medias (1).

La solucidn general del sistema de ecuaciones (5) se
puede representar a través de las funciones de la veloci-
dad r(ui), entonces:

Ty = = Pf [0)]

Tratemos de obtener las funciones I(Ui) con la ayuda del
calculo dimensional. Teniendo en cuenta que en las regio-
nes suficientemente alejadas de las paredes los cambios de
la velocidad media no dependen de la viscosidad, por tanto
ellas deben ser funciones de log parametros Toys Pi; Vs
entonces:

3, (y)
--51-5— = f( Toys Pys ¥)

donde:

Tag = tensiones tangenciales en las 1{neas de separacion
o
o en las paredes

Hallando la relacidn que conserve las condiciones dimen—
sionales, se obtiene el giguiente sistema:

31!1(3') Vi (6)
—dE "y

integrando el sistema (6) se obtiene:
n
0y “12-1 C; Vi foy + By n
Para hallar el valor de la constante ai ¥y By tenemos de (1)

Ui(y) = Ug.4q (v)

(8)
cy 2Uy(y) . Cin Vs )
LY PR B Vin oy
ademas, cuando
vy=46
v (9)
1
Uy ==—34
1T ™M

donde:
§ - eltura de la capa 1{mite

Ademds, es necesario una magnitud 1ineal caracteristica,
la cusl en el caso del movimiento de 1{quidos con una
superficie libre serfa la profundided del flujo H,

entonces:

U, (H) = Upay (18]



ouande
y=H

de (10), (9), (8) y (7) se obtiene:

U __-B
max i
Aoy TER A = VP =B Yy
P Vin &
1 i i Tin

By =By, ~-fahy (=-

Ep las regiones cercanas a la pared lisa cuando yss ge
tiene:

Piu; V=0 (11)
entonces de (11) y (4) se tiene:

2U

Ty = P:L'\ji . -5-5;'1'- = const (12)

integrando {(12) en la regidn 0Ly 8 se obtiene la
expresion:

Uy = V3 yp &

La relacion (13) es bien conocide ¥ se ha utilizado con el
fin de obhtener el valor de las constantes contenidass en el
sistema de ecuaciones (7).

Teniendo en cuenta (13) para la regidn 0£Ly<H se obtiene:
va Ay
Ui (y) u—\-)-:'-s-l-u-;vi fny+Bi
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En el caso del flujo con une superficie libre es fdcil
determinar el gasto en la regidn

n
a= » [/t ayax

i=0
es decir:
N 2
Q= 2 L3¥+ f'(ii—gf-—y+31)ay
1=0 "0 M i

hyq

de donde, integrando se obtiene:

¥F 8 av
ee -8 + 2 R (ngfan-ny,y fang ) 4
. V1 1=0 i ’

La velocidad media del flujo sera:

2

es decir:
v,2 i A,B :

- 1 5 1 . i~i

U= + (h; fnh, = h foh, )+
Y{ : G N i i i1 i1

En la deduccidn de la expresidn (7) no se utilizarén las
magnitudes caracter{sticas que siempre se tiene en los
casos de movimiento de canales y conductores.



En el movimiento estacionario en tubos o canales lisos
cualquier velocidad del flujo se determina por el gradiente
de presidn, De tal manera la velocidad promedisdes en la
cape dependerd de los parémetros To; £3; V; y; H - magnitud
caracterf{stica que puede ser la profundidad del flujo

0 el radio del tubo y ademés depende de algunas de las
velocidades conocides, Por analogia con la misma deduc—
cicn pars lzfqu.idos homogéneos (1) tomamos la velocidad
dindmica como parémetro determinado por el gradiente de
presiocn, entonces:

ERAIC SRR ) (14)

Al igual que para l{quidos homogéneos el pertil de la
velocidad media se determina como funcidn de dos varia-
bles. En el caso de grandes valores de H, en zonas sufi-
cientemente alejadas de las paredes, se pueden despreciar
las fuerzas de viscosidad, En este caso la variacion del
gradiente de velocidad tendrs lugar por la siguiente ley:

20, (¥7) v, ' :
T ¢ ) (15)

@ - funcidn de une variable

Integrando la expresién (15) en los 1{mites de hasta y = H
se obtiene:

U, - U; () '
_LT;-L.__ = 5, (B (16)

donde:

Un = valor de la velocidad cuando y = H
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El sistema de ecuaciones (16) tiene la misma forma que las
expresiones individuales para el 1{quido homogéneo, es
decir, la ley de defecto de velocidades. Por esto utili-
zamos sin andlisis el mismo método para hallar la funcidn
+ (ﬁ) que se utilizé para 1{quidos homogéneos (1)3 enton-
ces la ley de defecto de velocidades para 1{quidos hete=
rogéneos tendrd la forma:

U, -Uu; (y) A, V
A . Z""c—i i1m¥+s an
i=1 1 Ci= i ﬁ 2

Para hallar las magnitudes constantes Ai ¥ Bi' utilizamos
las siguientes condiciones l{mites:

Ay [Ug =0y (0] A5y [Ug = Uiy ]

i'i Tis C141
en L;;
i
A, AU (3 A1
Ui “1 = avY
cuando: (18)f
2
1-5 o Uy =Ty (YJ-UO 91 P &
Vg LT
U, - Uy ()
y=H .°_v..:';.._..... = 0
n

De (17) y (18) se obtiene:

Uy ¥y = V42§

o 1 1

Ry = By oy A, =B, =0
Vi vy fn g
5 v ¢ hy
i+1 i ;
Mobia oo BBl -hakhy
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Si en calidad de control se supone:

Pi=P2= PB-""Pn

entonces:
31'32"‘3""."11 131-32-33-"0.311

y se obtiene una expresidn ratificada en miltiples ocasio-
nes por la préntica, para la distribucidn de las veloci-
dades mediatizadas en la seccidn del flujo de l{quidos
homogéneos,

Este mismo perfil logar{imico desplazedo también se puede
obtener mediante las teor{as_semiempfricas de turbulencia,

En efecto, dentro de cada capa, la solucion de la ecua-
cion (3) tendrd la siguiente forma:

Ty= Tos (1=1
Admitiendo que P_, es constante dentro de cada capa

Piy ™ Toy (1-@) (19)

xy

De acuerdo con Prandtl, para lfquidoa hnmogéneoax

LT
Pm - Pi ‘1 ("5'?") . (20)
Expresion que podemos aplicar dentro de capa, ya que admi-
timos que en estos 1imites fluye 1{quido homogéneo. '

De la (19) y (20) se obtiene:

20U
Pi fiet-a—ia}z = T 401 = ﬁ) (21)
donde :

Py - longitud del recorrido de mezcla
H - magnitud caracteristica del flujo
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§1i se utiliza la expresicn de Karmen para el "recorrido libre"

BUi
i 175 U )
éfrz
De (21) v (22) se tiene:
v, c
e R LE o e (23)
Ui a b 1= i
Simbolizamos:
C
i
= D
Vi i

Ia solucidn del sistema (23) tiene la forma:

A . A
u=§v1-; {mii;z [{.-fn( 1-§+niﬁ)]+\/1-§+31}
(24)
La cantided de coeficientes dependerd del numero de capas

de 1{quido. Estos coeficientes se pueden determinar con
la ayuda de las siguientes condiciones l{mites:

Cuando: s
21,
A 37 7%
Cuando:
y=H Un = Uo
Cuando: 0 (25)

Uy = Uy en Ly3q.4

.. S LA
i ay 141 2Y¥
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Situando la expresion (25) en (24) se obtiene:

A.'llaniﬁ B-U°-1

D
Ay =g Ay
i+1 ¥

D h D
Bi'(1"151_'%—,){!‘15{“1‘;1'.,"11.[1““”‘“B“‘!‘B’A‘i—z‘iﬁ"]*\ﬁ-”ﬂ!}*ni—f—;“i+1

1i+1 71
donde :

Ub = velocidad cuando y = H

Todos los perfiles obtenidos tienen cardcter logar{tmico
y no se diferencian significativemente entre s{, Cuando
fluye 1{quido homogéneo, cada sistema (7), (17) y (24) se
reduce & una ecuacion que coincide con les conocidas
expresiones para 1{quidos newtonianos.

El pardcter de curvas del movimiento medio obtenidas con
le ayuda de estos sistemas de ecuaciones dependera de las
propiedades t{sico-mecénicas de cada capa en particular
y la continuacion entre si.

El factor determinante principal, edemds del coeficiente
de Karmen, evidentemente serd la densidad.

Hemos obtenido soluciones aproximadas del problema del
movimiento turbulento de l{quidos heterogéneos con la
ayuda de la teorfa dimensional o & partir de las ecuacio-
nes generales del movimiento turbulento de Reynolds., Sin
embargo, existe el criterio que el sistema de ecuaciones
mds completo que describe el movimiento turbulento de
1{quidos heterogéneos [3] son la ecuaciones de Frankl,
Por esto tiene gran interés el andlisis de las ecuaciones
del movimiento de 1f{quidos con particulas sdlidas en sus-
pension, con el objetivo de hallar posibles soluciones

a este problema, .
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Si se analiza la hidromezcla como medio continuo con pro-
piedades promediadas, entonces la expresion ﬁL; P(1-8)
para la densidad dentro de las part{culaﬂ golidas y del
1{quido se puede sustituir por las densidades medidas de
las hidromezclas f .

En este caso se puede admitir que la concentracidn tendra
un valor medio en un volumen dadoj entonces las dinamicas
de los 1{guidos tomardn la siguiente forma:

3 ) 2
(_§{+§_?_.uh) P Uy = - i O y‘J‘-z%*“i*hH (26)

i 2% K= 2%, =]

3 3 e 2 g2k & 208 5 4p
{-gf" % a&“}{) Pnui % = af& % a!ﬂ n‘l ﬂx'.l (27
donde:

U, - proyeccidn de la velocidad instantdnea del
1{quido en los ejes de coordenadas Xp;
K=1, 2, 3

U, - lo mismo para el componente solido

X 43 X; = fuerza de masa para el componente solido
y para el 1{quido, respectivamente

Migss Mg - tensores de tension para ambos componen=
tes
Ri - fuerza promediada dalresistencia del
1{quido 2l movimiento en las parti-
culas solides

PP = densidades de las masas del componente
sélido y 1{quido, respectivamente

3 :
8 Z O Py . fuerza de Arquimedes promedieda provocada
K=1 2 por las tensiones microscopicas promedia-



das y que actdan sobre las part{culas
sélidas contenides en la unidad de
volumen

t = tiempo

Sumando y dividiendo entre dos el sistema de ecuaciones
(26 y (27) se obtiene el siguiente sistema:

3 3
(%-& K‘é E%UK) PmUi“' K§1 3?';1;('

3
S 371 ixg

- —— X.
k=1 2 Xy Fn ¥y

(28)

5i, ademfs, se sustituyen las magnitudes que integran el
sistema por sus valores y se efectien pequefias transfor-
macicnes y admitiendo gque las relsciones lineales entre
los tensores ds tensidn y la velooided de deformecidn se
mantienﬁn_vélidas en el movimiento turbulento de un medio
biffsico, exactamente igual que esto se hace para 1{quidos
homogéneos en el trabajo [3], entonces el sistema (28) en
forma desarrollade tendré la siguiente forma:

22U 21, 20 2U
k K v v
PolsT + T+l + 0, 5%
= 3F = 2P 2P 2P
= Pn X - F5TrE MAUL 5T+ 5T 53
22U 2U 2ou 2U
X
Pm(at 'I'Ux 3X +U’.—?E+Uz ayz)n
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2u 20U v, 20U
Po 3t ety oy U E

2F 2P
= Py (—E%—E-}E ﬂAUz+—-5——ix+——xa; +—r:’

Como se ve el sistema (29) se diferencia de las ecuacio-
nes diferenciales del movimiento turbulento de 1{quidos

homoge'neoa de Reynolds solo por la presencia de la con-

centracion volumétrica media introducida por Frankl,

Actuando como en el caso anterior por el movimiento lineal
plano y estacionario con un campo pleno paralelo de pulsa-
ciones y admitiendo tensiones constantes de pulaacién den-
tro del volumen de 1{quido homogéneo de (28) se obtiene
para cada capa las siguientes expresiones:

'Bfi -3 oP;
27y ox

Pero como la concentracidn volumétrica promediade es una
magnitud adimensional y constante para cada hidromezcla

o capa, ella estéd contenida en los coeficientes adimen=-

gionaeles de los sistemas (7), (17) ¥ (24).

De tal forma obtenemos las mismas soluciones del problema
del movimiento de 1{quidos heterogéneos, independiente-
mente de si partimos del sistema de ecuaciones de Reynolds
o de las ecuaciones exactas del movimiento de 1{quidos

por part{culas sdlidas en suspension.

En el caso. que el movimiento, de perticulas muy pequefias
suspensas en flujos de 1£qu1dos tiene lugar con tales
velocidades que no se forman capas en la seccion del flujo,
se obtiene el perfil de wvelocidades de lfqu1dos homogé—
neos., Es decir, la expresidn para la distribucion de las
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velocidades contiene la concentracion volumétrice ademds
de la constante de Karman, y restantes magnitudes adimen-
gionales,

En conclusién, se ha obtenido con la ayuda de la dimensio-
nelided el perfil logarf{imico de las velocidades prome-
diedas en la seccidn del flujo turbulento de 1{quidos
heterogéneos. Este mismo perfil se ha obtenido a partir
de la teorfa semiemp{rica de turbulencia.

Si se analiza la hidromezcla como medio continuo con pro-
pledades promediadas, entonces las ecuaciones promediadas
del movimiento de 1{quidos heterogéneos de Frankl conducen
a las ecuaciones de Reynolds con la unica diferencia que
el término determinado por las fuerzas de presién y vis-
cosidad resulta multiplicado por lea concentracidn media,
Si en caso contrario se analiza la hidromezcla como un
sistema de dos fases cuyo movimiento se describe matema-
ticamente con diferentes ecuaciones para cesda fase,
entonces estas ecuaciones no tienen en la actualidad apli-
cacion préctica.
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ANALISIS DEL PROCESO DE MOLIENDA
EN LA EMPRESA "COMANDANTE RENE RAMOS LATOUR"
Y POSIBILIDADES DE AUMENTO DE SU (:ﬁ\PA{:HJI\[)

RESUMEN

En el presente trabajo se analiza el régimen de flujo de
minereles en las unidades de molienda de la planta vieja
de la empresa "Comandante René Ramos Latour" y se esta-
blece su influencia en el trabajo de las unidedes. Sobre
la base de los resultados obtenidos se propone una variante
que al estabilizar el flujo aumente la productividad y le:
de un cardcter més racional al esquema con modificaciones
relativamente simples,
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