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Resumen

En este articulo se reportan varios ejemplos de la paradoja de Simpson
en la exploracion de yacimientos lateriticos del oriente cubano y se
discuten los efectos y las condiciones para la reversién de Simpson.
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Simpson’s paradox in resour ce evaluation
of Cuban lateritic deposits

Abstract

In this paper, we report several examples of Simpson’s paradox in
resource evaluation of Cuban lateritic deposits and discuss effects and
boundary conditions of the Simpson’s reversal.
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1. INTRODUCCION

La paradoja de Simpson (o efecto de Yule-Simpson) es una paradoja
en la cual una correlacion existente en diferentes grupos es revertida
cuando los grupos son combinados. Este efecto esta presente, sobre
todo, en las ciencias sociales y en la estadistica médica. Uno de los
ejemplos clasicos, en la estadistica médica, es el reportado por Charig
et al. (1986) y por Julious & Mullee (1994) referido a la tasa de éxito
de un tratamiento para los célculos renales. La Tabla 1 muestra la tasa
de éxito y el numero de pacientes atendidos con calculos renales
clasificados en dos categorias: pequefios y grandes, donde el
tratamiento A se refiere a los tratamientos quirurgicos y el B es la
nefrolitotomia percutanea.

Tabla 1. Comparacion de las tasas de éxito en dos tratamientos para los
calculos renales

Tratamiento A Tratamiento B
Pequerios 93 % (81/87) 87 % (234/270)
calculos
Grandes 73 % (192/263) 69 % (55/80)
calculos
Ambos 78 % (273/350) 83 % (289/350)

La conclusidon paraddjica es que el tratamiento A es mas efectivo tanto
para calculos pequefios como para calculos grandes, pero aparece
como menos efectivo cuando se consideran ambos casos de conjunto.

Como puede apreciarse, a menos que se use juiciosamente, la
paradoja de Simpson puede provocar dificultades en la inferencia
estadistica. La sola idea de su existencia, de que, por ejemplo, un
tratamiento que beneficia a hombres y mujeres por separado puede
ser dafino a la poblacibn en su conjunto, muestra que muchas
conclusiones intuitivas que se hacen cotidianamente no estan
soportadas por el calculo de las probabilidades.

Recientemente se han reportado mdultiples ejemplos de aparicion de la
paradoja de Simpson en disimiles esferas. Terwilliger & Schield (2004) han
encontrado cerca de 100 instancias de la paradoja de Simpson en las
estadisticas de los resultados escolares de los Estados Unidos.
Similares estudios se han realizado en los resultados escolares de
Israel (Zuzovsky & Steinberg 2011) y como dato curioso Ma & Ma (2011)
muestran ejemplos de la paradoja de Simpson en las estadisticas de
la liga de baloncesto norteamericana.
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Uno de los primeros reportes, hasta donde conocemos, de la
ocurrencia de la paradoja de Simpson en la evaluacion de recursos
naturales aparece en el trabajo de Ma (2009). En este trabajo se
ofrecen varios ejemplos (ver uno de ellos en la Tabla 2), tomados
esencialmente de la geologia del petroleo y se discute ademas la
relacion entre la paradoja de Simpson, el problema de la inferencia
ecoldgica (que ocurre cuando se utilizan datos agregados para llegar a
conclusiones a nivel individual) y el problema del cambio de soporte.

Tabla 2. Porosidad media de dos formaciones geoldgicas y dos facies en un
depésito de carbonatos en América del Norte (Ma 2009)

Formaciones Facies de playa Facies de aguas
someras

Formacién A 11,10% 10,59%

Formacion B 7,89% 7,54%

En conjunto 9,13% 9,41%

En los datos de la Tabla 2, para ambas formaciones, las facies de playa
tienen una porosidad media mayor que la de las facies de aguas
someras. Sin embargo, cuando se toman en conjunto las dos
formaciones la relaciéon se revierte y la porosidad de las facies de
aguas someras resulta mayor que la de las facies de playa.

En este articulo se muestran varios ejemplos de la paradoja de
Simpson en los datos geoquimicos de los yacimientos lateriticos del
nordeste cubano y se discuten problemas relacionados con las
condiciones de aparicion y efectos de la misma.

2. ENFOQUE PROBABILISTICO DE LA PARADOJA DE SIMPSON
Sean A=A, B=B y C=C, tres eventos aleatorios de un espacio
muestral dado, A, =A, B,=B 'y 4,=4, B, =B y C, = C sus respectivos
complementos, y sea:

P« =P(ANB;NC);i, j.ke {12}
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Como los eventos ANB;NC,; i, |, ke {1,2} son mutuamente excluyentes
y Su union coincide con el espacio muestral, se cumple que:

Z Pix = 1

i,j.k

La paradoja de Simpson ocurre cuando se cumplen las siguientes condiciones:

plll p221 2 p121 p211 (1)
p112 p222 2 p122 p212 (2)
( plll + p112 )( p221 + p222) < ( p121 + p122 )( p211 + p212) (3)

Donde, al menos una de las desigualdades es estricta o las tres
desigualdades se sustituyen por su opuesto (ver, por ejemplo, Pavlides &
Perlman 2009).

Si se le suma el téermino p,;;, P,,;, @ ambos miembros de la desigualdad (1)
se obtiene:

plll p221 + plll p121 2 p121 p211 + plll p121

plll( p221 + plZl) 2 p121( p211 + plll)

Si ademas se tiene en cuenta que:
Paoy + P2 = P(BﬂC),
P+ Poyy = P(Bﬂ C)

se obtiene que la desigualdad (1) es equivalente a:
P(ANBNC)P(BNC)=P(ANBNC)P(BNC)

que también se puede escribir en la forma: P(A|BNC)>P(A|BNC),
donde, como es usual, mediante P(X|Y) denotamos la probabilidad

del evento X dado el evento Y (probabilidad condicional). Realizando
transformaciones analogas en (2) obtenemos que dicha desigualdad es

equivalente a P(A|BNC)>P(ABNC).

Por ultimo, si se nota que:
Py + Pup = P(Aﬂ B)’

Pooy + Pop = P('K‘ﬂ E)'
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(ANB),

(Ane).

Pioi t Py =

Poi1 + P =

se obtiene que la desigualdad (3) es equivalente a:
P(ANB)P(ANB)<P(ANB)P(ANB) 4

La expresion (4), a su vez, puede ser transformada si a cada término
de la desigualdad se le suma P(4 n B)P(A n B)convirtiéndola en:

P(ANB)P(B)<P(ANB)P(B)

De aqui, definitivamente, se desprende que la paradoja de Simpson ocurre
si dados tres eventos A, B y C se cumplen las siguientes condiciones:

P(A|BNC)=P(A|BNC) 5
P(A|BNC)=>P(A|BNC) (6)
P(A|B)<P(A|B) @)

Donde, al menos una de las desigualdades es estricta o las tres
desigualdades se sustituyen por su opuesto.

Las desigualdades 5, 6 y 7 se pueden ver mas facilmente en la
siguiente tabla de contingencia 2x2 (Tabla 3) en la cual se enfatizan
con negritas los mayores valores de cada fila.

Tabla 3. Probabilidades condicionales del evento A dadas las combinaciones
dos a dos de B,C,B,C.

B B
C P(ABNC) P(ABNC)
c P(A|BNC) P(A|BNC)

En conjunto P(A|B) P(A|B)

Obsérvese que la Tabla 3 es el caso general de los ejemplos mostrados
en las Tablas 1y 2.

2.1. Condiciones y frecuencia de la aparicion de la paradoja de Simpson

Aunque la paradoja de Simpson es conocida desde hace mas de un
siglo ha sido considerada muchas veces como un fenbmeno anémalo y
exatico. Recientemente, Pavlides & Perlman (2009) han demostrado
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que no es exactamente asi. De hecho, si se asume que las
probabilidades  p,,; i,j,ke{L,2} estan uniformemente distribuidas

sobre el simplex:

zpljk =1

ik

Entonces, la probabilidad de que {p,} satisfaga las condiciones 1, 2y 3
es de 1,66 % (Pavlides & Perlman 2009).

Veamos bajo qué condiciones la paradoja de Simpson ocurre.
Supongamos, sin perder la generalidad que:

P(ABNC)=P(A|BNC)

Si se tiene en cuenta que:
P(AB)=P(ABNC)P(CB)+P(ABNC)P(CB).
P(AB)=P(ABNC)P(C[B)+P(ABNC)P(C|B),

se aprecia que P(A|B) y P(A|I§) se expresan como combinaciones
convexas de los valores P(ABNC), P(ABNC), P(ABNC) vy
P(A|I§ﬂ(_3). Los coeficientes de estas combinaciones convexas son las
probabilidades condicionales P(C|B), P(C|B).P(C|B) y P(C|B). La

convexidad se desprende de las identidades:
P(CB)+P(CB)=1

P(CIB)+P(C|B)=1

Es facil ver entonces que para la aparicion de la paradoja de Simpson
es necesario que se cumpla la desigualdad mualtiple:

P(ABNC)=P(ABNC)=P(ABNC)=P(ABNC), ®

y ademas que:
P(CIB)<P(C|B) (9)

La condicién (9) es mas general que la expresada en Ma (2009) ya que
no asume que el espacio muestral sea finito. Si se supone que el
espacio muestral al que pertenecen los eventos A, ByC es finito y
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denotamos mediante M, , M,, N, yN, la cantidad de elementos (o la

cantidad de muestras, si se prefiere) de los conjuntos CcNB, CﬂB,
CNB y CN B, respectivamente, entonces se tiene en ese caso:

P(CIB) M P(C|§)=—N1
M, +M, N; + N,
y por tanto la desigualdad (9) se reduce a:
M, (N, +N,)< Nl(M1+M2)@M1N2<NlM2@%<% (10)
2 2

Esta ultima condicidn es la reflejada por Ma (2009).

3. RESULTADOS Y DISCUSION

En este apartado se muestran tres ejemplos de la paradoja de
Simpson en yacimientos lateriticos del norte oriental de Cuba. En todos
los casos se comparan regiones rectangulares disjuntas de un area no
menor de doce hectareas. Los resultados geoquimicos que se exponen
corresponden a muestras tomadas metro a metro en una red de pozos
de exploracion.

En la Tabla 4 se compara el contenido de hierro en dos zonas
desagregandolo en dos de las capas litolégicas de mayor importancia
para la industria del niquel.

Tabla 4. Contenido promedio de hierro (y niumero de muestras) en dos capas
litologicas de dos bloques rectangulares en un yacimiento de niquel
_del oriente de Cuba

Litologia Zona A Zona B

Ocres Estructurales

Finales 44,74% (107)  43,14% (138)

Ocres Estructurales
Iniciales

En ambas capas
litologicas

28,33% (206) | 28,02% (125)

33,94% 35,95%

Puede apreciarse que la desigualdad presente en cada capa se revierte
cuando se consideran ambas en conjunto. Si denotamos mediante B el
evento consistente en que una muestra tomada al azar pertenezca a la
zona A y mediante C el evento en que una muestra tomada al azar sea
clasificada como de ocres estructurales finales, representariamos la
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Tabla 4 como un caso particular de la Tabla 3. Para este caso las
probabilidades condicionales presentes en (9) son:
107 = 1
P(C|B):L: ,34; P(ClB):i: ,
107+ 206 138+125
por lo que la condicibn necesaria (9) se cumple. En la Tabla 5 se
muestra una inversion del contenido de silice.

Tabla 5. Contenido promedio de SiO, en dos capas litolégicas de dos bloques
rectangulares en un yacimiento de niquel del oriente de Cuba

Litologia Bloque E Bloque F
Ocresle?t.r“““ra'es 24,39 % (110) 22,69 % (140)
niciales
Ocres Igstructurales 8,74 % (193) 6,57 % (127)
inales
En ambas capas
litolégicas 14,42 % 15,02 %

En el caso de la Tabla 5 las probabilidades condicionales de la
expresion (9) son:

P(C| )=—110 =0,36; F>((:||§)=—140 =0,

110+193 140+127

Es facil ver que en las Tablas 4 y 5 la causa esencial de la aparicién de
la paradoja es la desproporcionalidad de las muestras en las
subpoblaciones, derivada del diferente espesor de cada litologia en las
zonas analizadas. Por otra parte, la influencia de las variaciones de
espesor es mas relevante en las concentraciones de Fe y SiO, que en la
zona de donde fue tomada la muestra.

La paradoja de Simpson deja abierto el dilema de cuales datos usar
para la toma de decisiones, los datos particionados o los agregados. En
el ejemplo del tratamiento para céalculos renales si se desea tratar a un
paciente con un calculo cuyo tamafo aun es desconocido ¢cudl
tratamiento deberia recomendarse con base en la Tabla 17.

Pudiera parecer que siempre es mejor usar los datos particionados, sin
embargo, no siempre es asi. Pearl (2000) muestra que en muchas
ocasiones son los datos agregados y no los particionados los que ofrecen
la eleccion correcta. En todo caso podemos disminuir mucho la
ambigledad si se definen correctamente qué variables influyen en el
indicador analizado, estableciendo las relaciones causales entre ellas y
representando estas relaciones en redes causales bayesianas (Pearl 2000).
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La Tabla 6 muestra una reversiéon del contenido de magnesio en tres
capas litoldgicas a la vez.

Tabla 6. Contenido promedio de magnesio (y nimero de muestras) en tres
capas litolégicas de dos bloques rectangulares en un yacimiento de
niguel del oriente de Cuba

Litologia Bloque C Bloque D

Ocres Estructurales

Iniciales 7,98 % (241) 7,94 % (208)

Ocres Estructurales

Finales 2,93 % (267) 1,93 % (70)
Ocres
Inestructurales sin 2,90 % (87) 1,63 % (69)
perdigones
En las tres capas 4,97 % 5.47 %

litolégicas

Debemos notar que la probabilidad de que aparezca una reversion de
Simpson en una tabla de contingencia de 3x2, asumiendo la distribucion
uniforme de las probabilidades p,; i, j, ke {1,2} es de 0,57% (Pavlides &

Perlman 2009), por lo que no deja de ser muy interesante que se hayan
encontrado estas reversiones en los datos de las exploraciones de
yacimientos lateriticos del oriente cubano.

Los efectos de la paradoja de Simpson son mayores de los que pudiera
parecer a primera vista, sobre todo en virtud de que el analisis de los
datos queda, en proporcibn cada vez mas creciente, a cargo de
sistemas automatizados.

Las herramientas para coleccionar datos en mapas digitales, los datos
satelitales y la difusion global de los Sistemas de Informacion Geografica (GIS)
han generado conjuntos cada vez mas grandes de datos. Por ejemplo, el
sistema de observacion de la Tierra de la NASA (NASA 2006) ofrece
observaciones de la superficie terrestre, de la biosfera, de la atmosfera y del
océano en el orden de terabytes de datos diarios. La deteccién automatizada
de patrones regionales, a partir de esta enorme informacién disponible, es uno
de los retos que tiene la mineria de datos, en especial la deteccion de aquellos
patrones de interés que no estan explicitamente representados en las bases de
datos geo-referenciadas.
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Los sistemas de mineria de datos existentes generalmente se enfocan
en la deteccion de patrones globales y fallan en la capacidad para
detectar patrones locales. Celepcikay et al (2009) y Ding et al (2011)
reportan ejemplos en los que la imposibilidad de hacer conclusiones
regionales adecuadas tiene como origen la paradoja de Simpson.

4. CONCLUSIONES

Se reportan tres casos de ocurrencia de la paradoja de Simpson en la
exploracion de yacimientos lateriticos cubanos. En los tres casos la
causa de la aparicién de este fendmeno es esencialmente provocada
porque los contenidos de los elementos analizados dependen en mayor
grado de los espesores de cada litologia que de su pertenencia a
alguna zona especifica del yacimiento. No se excluye, sin embargo,
que en otras zonas y con otras tablas de contingencia, se encuentren
resultados similares. La Unica manera de garantizar que no aparezcan
las reversiones de Simpson en tablas de contingencia v,
consecuentemente, evitar el sesgo en la inferencia estadistica que ella
provoca, es tratar de que la eleccidén de las subpoblaciones se haga de
manera que no se cumplan las condiciones necesarias para su
aparicion, en particular garantizar que, bajo las hipotesis planteadas
anteriormente, se incumpla la desigualdad (8) o se satisfaga la

condicion P(C|B)=P(C|B).
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