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Contribuciéon al método de interpolacion
lineal con triangulacion de Delaunay
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Resumen

La interpolacién lineal con triangulaciobn es un método idéneo para
obtener el modelo digital del terreno cuando se conocen valores de
algunas cotas topograficas en puntos de un &rea geogréfica; sin
embargo, solo pueden interpolarse puntos incluidos en la frontera
convexa de la proyeccion de los puntos medidos y no se puede
cuantificar mediante alguna férmula el error de interpolacién, por lo
que no es posible evaluar la calidad de los resultados, lo que depende
de cierta relacion entre el muestreo topogréafico y la variabilidad de la
superficie. Se presenta un procedimiento para complementar la
triangulacion sobre la regidon rectangular minima que contiene los
puntos, asi como un indice para cuantificar el error geométrico que se
comete cuando se interpola el valor de la cota en un punto cualquiera
perteneciente a dicha malla.
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Contribution to linear interpolation method
with Delaunay triangulation

Abstract

The linear interpolation with triangulation is an ideal method to create
a digital terrain model when knowing some survey data. However,
only the points included in the convex frontier of the projection of the
measured points can be interpolated. The interpolation error can not
be quantified with any existing formula. Therefore, the results can not
be evaluated, which depends on a certain relation between survey
sampling and surface variability. This article presents a procedure to
complement the triangulation in a minimum rectangular region
containing the points in addition to an index to quantify the geometric
error when the coordinate value is interpolated in any point from the
grid.

Keywords: Digital terrain model; linear interpolation; Delaunay
triangulation; interpolation error.

Received: 15 january 2014 Accepted: 12 february 2014



60 Mineriay Geologia/v.30 n.2 /abril-junio/ 2014/ p. 58-72 ISSN 1993 8012

1. INTRODUCCION

La modelaciéon de una superficie consiste en construir una expresién o un
algoritmo matematico capaz de generar una red de m puntos espaciales
(Xj;yj:z;) tales que faciliten su visualizacion grafica o tabulada.

La Interpolacién Lineal con Triangulacion (ILT) constituye un método
idoneo para la modelacion de superficies (Fallas 2007) cuando se
conocen los valores de las n cotas Z; en los puntos de medicion Pi=(X;;Y)
del plano XY donde i=1,2,...,n tal que n>2.

El método ILT se fundamenta en principios basicos de la Geometria
Analitica del Plano y del Espacio, y su eficacia y eficiencia dependen
principalmente de la cantidad y posiciéon de los puntos de medicidn, en
relacion con la variabilidad de la superficie que se modela.

Para aplicar este método se hace necesario establecer una triangulacion
adecuada de los puntos P; y es este el procedimiento de mayor
complejidad porque, en general, para n puntos P; del plano existe mas de
una triangulacién y de todas ellas debe seleccionarse la que mas
contribuya a la eficacia del método. Chen y Xu (2004) han establecido los
siguientes resultados teoricos:

Una triangulacion de Delaunay puede ser caracterizada como
Ooptima si minimiza el error de interpolacion (caracterizado por una
norma LP) para una funcién isotrépica dada entre todas las
triangulaciones posibles de un conjunto dado de vértices, es decir:
la distribucion de los vértices se optimiza en el sentido de
minimizar el error de interpolacion.

La triangulacion de Delaunay oOptima es dificil de obtener en la
practica debido a la complejidad que implica caracterizar el error
de interpolacion.

Se introduce el concepto de triangulacion casi-6ptima y a partir del
mismo se presentan dos condiciones suficientes para que una
triangulacién sea casi 6ptima.

De estos resultados tedricos resulta la necesidad de disponer de indices
practicos para evaluar el error de una interpolaciéon puntual en toda una
region plana. El presente trabajo tiene el objetivo de sistematizar la
aplicacion del método de interpolacion lineal con triangulaciéon de
Delaunay en la modelacién digital de terrenos, haciendo énfasis en la
construccién de triangulaciones de mayor alcance geométrico y en la
propuesta de un indice para evaluar el error geométrico de interpolacion
lineal puntual.
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2. MODELO DIGITAL DEL TERRERNO

Un modelo digital del terreno (MDT) es el resultado de un proceso de
busqueda y aplicacion de técnicas y procedimientos que permiten explicar
las regularidades del comportamiento de una superficie topografica.
Usualmente el modelo que se obtiene se muestra como una tabla tipo
malla de valores (X;Y;Z) o mediante un gréafico en 2D (por ejemplo, de
isolineas) o en 3D (por ejemplo, de superficie). Esa modelacion
matematica consta de las siguientes etapas (Deutsh y Journel 1998;
Legra et al. 1999; Martinez et al. 2003 & Fallas 2007):

1. Disefio del muestreo de los puntos P=(X;Y;) que constituirdn los
datos para la modelacion

Levantamiento topografico de los valores Z;
Obtencidon de una triangulacion para los puntos P;
Definicion de los parametros de la malla

Estimacion de los valores de Z para los punto de la malla

o o~ 0N

Si fuera el caso, obtencién de los gréaficos solicitados.

El primer paso es el producto del consenso entre topdgrafos, gedlogos y
mineros con alto nivel de competencia tedrica y practica sobre el tema y
se basa en los principios de la racionalidad y representatividad de la
muestra. El resultado es un disefio de muestreo que define cuantas
mediciones topogréaficas seran realizadas y donde.

El segundo paso es ejecutado por técnicos e ingenieros auxiliados por
instrumentos de altisima precisibn con avanzadas tecnologias
computacionales y de comunicaciones. Se realizan mediciones
topogréficas desde el aire o en el terreno, las cuales son procesadas y
almacenadas en formato (Pi;Z)=(X;;Y;Z;)) donde Z; es la cota o altura en
el punto P;.

En el paso 3 se debe obtener una triangulaciéon de los puntos P;. El
resultado es un conjunto de trios de puntos donde cada uno de estos
trios define los tres vértices de un triangulo.

En el paso 4 se definen los parametros de la malla, a saber: Xmin, Ymin,
Xmaxs Ymaxs Nx (nNumero de divisiones en el eje x) y n, (numero de
divisiones en el eje y). El nimero de puntos de la malla se define como
m = ny X ny.

En el paso 5 se debe estimar el valor de Z; para cada uno de los m
puntos P; de la malla. EI método de estimacion puede ser cualquiera de
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los que aparece en la literatura y software afines a esta tarea (Deutsh y
Journel 1998; Martinez et al. 2003 & Fallas 2007). En particular se acepta

que para este fin un método apropiado es el de Interpolacion Lineal con
Triangulacion.

3. TRIANGULACION DE DELAUNAY

Dados un conjunto de n puntos M={(xj;y}]), J=1,...,m, m>2} siempre se
puede obtener su frontera convexa, que es un poligono P, tal que sus

vértices son puntos de M y cualquier punto de M pertenece a la frontera o
al interior de P (Figura 1).

Una triangulacion T sobre M es la determinacion de un conjunto de
triangulos cuyos vértices pertenecen a M, la suma de sus areas es igual
al area determinada por el poligono P y, ademas, la interseccion de
cualquier pareja de triAngulos es un lado comun o un vértice comun.
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Figura 1. Frontera convexa de un conjunto de puntos M.

En particular, para un conjunto M de puntos no colineales donde:

m=3 se puede obtener una sola triangulacion (Figura 2a)

m=4 se pueden dos triangulaciones diferentes (Figura 2b).
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Figura 2. Triangulacién a partir a de 3 puntos (a) y de 4 puntos (b).
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Es importante destacar que a todo triangulo T se asocia su circunferencia
circunscrita OT, cuyo centro es el punto de intercepcion de las tres
mediatrices del triAngulo y los vértices del triangulo son puntos de la
circunferencia (Figura 3).
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Figura 3. Circunferencias circunscritas de triangulos rectangulo, obtusangulo y
acutangulo.
Para varias triangulaciones posibles del conjunto M, la triangulacion de
Delaunay (TDM) es aquella que cumple la condicion siguiente: la
circunferencia circunscrita OT de cualquier triangulo T de la triangulacion
TM no incluye ningun punto de M diferente a los vértices de T.

Esta condicibn maximiza la extension del angulo méas pequefio de la red,
lo que significa que en las triangulaciones de Delaunay, los angulos
tienden a ser préximos a 60° y, por tanto, los lados tienden a ser iguales,
0 sea, triangulos equilateros (Figura 4)
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Figura 4. Triangulaciones. Delaunay (izquierda). No Delaunay (derecha).
Dado M existen varios procedimientos para obtener TDM (Lee vy

Schachter 1980 & Manzanilla 1993). En la presente investigacion se ha
utilizado el que propone Manzanilla (1993) e incluye los siguientes pasos:
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1. Determinar entre los puntos de M el de menor valor de Y y entre ellos
el punto de menor valor de X. Se denomina punto minimo P, y tiene
coordenadas (Xmin; Ymin)-

2. Obtener las distancias de todos los puntos de M al punto Pn.

3. Ordenar los puntos de M segun el criterio de distancia a Pnin (primero
los puntos de menor distancia). Estos puntos ordenados se almacenan
en el conjunto MO.

4. Construir el primer triangulo T; con los tres primeros puntos de MO.
Determinar la circunferencia circunscrita OT;.

5. Incorporar T, a TDM.
6. Para j=4 hasta m hacer :

a) Si el punto (X;;y;)] MO cae dentro de la circunferencia circunscrita
de algun triangulo de TDM ir a b; en caso contrario ir a c.

Un punto D=(Dy;D,) esta dentro de la circunferencia circunscrita
del triangulo de vértices A=(AAy), B=(Bx;By,) y C=(Cy;Cy)
tomados en sentido contrario a las agujas del reloj si es mayor que
cero el determinante (Bronshtein 2007):

2 2

A-D, A-D, (A-D)+(A-D)

2 2

B,- D, B,-D, (Bx' Dx) +(By' Dy) Ecuacion 1

2 2
c.-b, C,-D, (c,-D)+(c,-D,)

b) Puesto que el punto (X;;y;) esta dentro de la circunferencia
circunscrita de un triangulo de TDM, se procede a eliminar ese
triangulo de la triangulacion y se crean nuevos triangulos uniendo
el nuevo punto con todos los puntos posibles que son vértices de
los triangulos que aun permanecen en TDM (Figura 5).
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Figura 5. Creacidon de nuevos triangulos cuando el nuevo punto esta dentro de
la circunferencia circunscrita de un triangulo de TDM.

c) Se crean los nuevos triangulos posibles uniendo el nuevo punto
con otros puntos siempre que los segmentos resultantes no
intercepten alguno de los lados de los tridngulos existentes
(Figura 6).
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Se creanlos nuevos
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Figura 6. Creacién de nuevos triangulos cuando el nuevo punto no esta dentro
ninguna circunferencia circunscrita de algun tridngulo de TDM.

Puede notarse que las triangulaciones de Delaunay solo cubren el area

delimitada por su frontera convexa, es decir, el poligono P. Sin embargo,

es posible complementar esta triangulacion con triangulos que cubran el

rectangulo minimo que contiene los puntos medidos; este rectangulo

esta delimitado por los puntos Pi=Pnin; P2=(Xmax; Ymin); P3=Pmax;
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Y Ps=(Xmin; Ymax), tal como se muestra en la Figura 7. Esto se logra
uniendo cada punto P;, P, P3, P4 con los puntos de P de manera que los
segmentos resultantes no intercepten alguno de los lados de los
triangulos existentes.
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Figura 7. Triangulacion de Delaunay y triangulaciéon complementaria dentro de
los limites de una malla rectangular.

3.1. Interpolacidn lineal con triangulacion

El método de interpolacion lineal con triangulacion de Delaunay
presupone que se tienen los puntos M={(X;;V;j;z;).J=1,...m} y que sobre
ellos se tiene una triangulaciéon de Delaunay TDM. Para cada punto
E=(Ex;Ey) de una malla rectangular cuyos vértices son los puntos Py, P,
Ps, P4, se quiere estimar el valor de Z, o sea: E,. En este caso tienen los
siguientes pasos:

1. Determinar a qué triangulo de TDM pertenece el punto E=(X;y). Esto
es cierto para el triangulo de vértices A=(AsA)), B=(BxBy) VY
C=(Cx;Cy) si se cumple la siguiente relacion entre las areas de los
triAngulos implicados:

Area,.

. . - =1
Area,g. + Area,.. + Areag.

Ecuacioén 2

2. Hallar el plano P x + Q y + R z = S, que pasa por los puntos
Ac=(AGALA), Be=(Bx;:By;B,) y Ce=(Ck;Cy;C,). Para ello se grupa
convenientemente el resultado que se obtienen al desarrollar el
determinante (Bronshtein 2007):

Ao Y- A Z- A
B,-A B,-A=0 Ecuacion 3

X -
BX_A<
CX_A< Cy_A\/ Cz_Az
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Si las proyecciones de los puntos puntos Ae, B ¥ C. en el plano XY son
todas diferentes, entonces R#0.

3. El valor de E, se obtiene evaluando E, y E, en la ecuacion del plano, o
sea (Bronshtein 2007)
_S-PE-QE,
‘ R

Ecuacion 4

La Figura 8 ilustra el procedimiento explicado.

& TnnT .
£.3571 - .
i | = Yalor catimado
E_E714 f
1_dlEsS ."I
? PART ey
I.laia -;,ff :'EH'“‘H._
- A ~m
& nnT - —
L ] L] __.-r’-’ I b T
I =
- BRI i o "
T -k ol ¥
L2857 3 3
Z.l4aim
I = a | .
X
. Edohd B3 CRY B3 i
; e P B e T 1". Punta a catimar
B L LI IR IS L~ R i =0 B I
[T | B I - | [ B IR R B OSSR Tl
B I~ I T RN Y | N i SR = IR U I e B |
b T T PR TR T T | T I Y T [ R o ] %
a. b.

Figura 8. (a) Triangulacién de Delaunay. (b) estimacién del valor de Z en un
punto del triangulo 3.

Cuando el tridngulo es interior a la frontera convexa P, el error de
interpolacion & puede evaluarse teniendo en cuenta las relaciones
geométricas entre los datos y el punto donde se estima (Figura 9a):

El angulo ® de inclinaciéon del plano (positivo y en radianes)

El radio p de la circunferencia circunscrita OT del triAngulo que
contiene al punto a estimar (X;y)

La distancia euclidiana plana A que se calcula entre el punto a

estimar (x;y) y el centro de OT.

Teniendo en cuenta que Il max es el méaximo de los radios de las

circunferencias circunscritas:

_2 £ R Q ,
f == arccost _ Ecuacion 5
T

Puede proponerse el siguiente indice adimensional que estima el error
geométrico de interpolacion:
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Ecuacion 6

Donde € estaentre0 (I =r of =0)y1(l =0, r =r _, yf =1).

Si el tridngulo es exterior a P entonces se calcula la distancia A entre el
punto a estimar y el vértice externo V. del triangulo (Figura 9b). También
se calculan las distancias D;. (entre los vértices V. y V1) Yy Do (entre los
Vvértices Ve ¥ V,); se propone el siguiente indice adimensional:

| - D) -D
e=f \/‘( ;E)( 2e)‘ Ecuacion 7

max

Que estaentre 0 (| =D, ol =D,, of =0)y 1 (I =0, DD, =12,

y f ® l).
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Figura 9. Radio p y distancia A en triangulos interior (a) y exterior (b).

Es necesario precisar que en el presente trabajo, para la estimacion de
este error geométrico de interpolacion €, no se incluyen los factores
relacionados con la exactitud de los datos medidos por los topégrafos que
sin dudas también tienen una importante influencia en los resultados
(Batista y Belete 2013).

4. CASO DE ESTUDIO

En un area del yacimiento lateritico ferroniquelifero Punta Gorda, de la
empresa Comandante Ernesto Che Guevara, se han realizado mediciones
de cota durante un levantamiento con fines de control de la mineria. Los
resultados del levantamiento (conjunto M de puntos) se muestran en la
Tabla 1. Noétese que las coordenadas E y las coordenadas N estan
referenciadas respecto a un sistema de coordenadas local. Las cotas Z se
refieren a la altura del terreno con respecto al nivel del mar.
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Tabla 1. Datos del levantamiento topografico
E (m) N (m) Z (m) E (m) N (m) Z (m)

269,75 300 45 275,25 297,46 50
269,75 297,46 46 280,75 292,39 52
267 284,77 47 286,25 284,77 51
269,75 287,31 46 283,50 282,23 48
275,25 279,69 48 291,75 279,69 47
283,50 272,08 52 294,50 274,62 47
294,50 267 53 297,25 282,23 46
297,25 272,08 49 297,25 289,85 48
300 269,54 52 300 294,92 49
300 300 51 280,75 300 50

5. RESULTADOS Y DISCUSION

Aplicando el

area de la malla rectangular.
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Figura 10. Triangulacién de

caso de estudio.

Delaunay y triangulacién complementaria para el
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Tomando una malla que tiene Xy,in=267 mM; X3nax=300 m; Y,in=267 m;
Ymax=300 m, n,=40 y ny,=40, y aplicando el procedimiento de
interpolacion lineal, se obtiene una malla de 1 600 puntos que se pueden
graficar, tal como se muestra en la Figura 11.

Para cada punto de la malla también se obtiene, aplicando las
ecuaciones 6 y 7, un indice de error geométrico de interpolacién €. El
comportamiento del indice se muestra en las isolineas de la Figura 12.
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Figura 11. Isolineas construidas a partir de las interpolaciones.
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Figura 12. Isolineas construidas a partir de los indices de error de las
interpolaciones. Los puntos representan en 2D los datos de la
Tabla 1.
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Los resultados de interpolacion obtenidos son semejantes a los que se
obtienen usando las técnicas clasicas y con los procedimientos
propuestos pueden ser estimadas adecuadamente las cotas Z en puntos
externos, respecto a la frontera convexa de los puntos del levantamiento.

Los valores de los indices del error de interpolacibn muestran que en la
zona exterior de la frontera convexa los errores son mayores que en el
interior. Asimismo los errores disminuyen cuando el punto donde se
estima estd mas cerca de cada uno de los puntos de medicion (vértices
de los triangulos) y cuando los planos son menos inclinados respecto al
plano horizontal Z=0.

6. CONCLUSIONES

Es adecuado y posible mejorar la triangulacion correspondiente a
un conjunto de puntos dados (X;;Y;)) si a su triangulacion de
Delaunay se le agregan los triangulos que completan el area de
una malla rectangular minima.

Se ha propuesto un indice eficaz para evaluar el error geométrico
de interpolacion lineal con triangulacién de Delaunay.
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